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PROLOGO

La idea de este libro es ayudar a |@s estudiantes de
Analisis Matematico Il a entender la materia en una forma
practica, con fundamento tedrico que ayuda a resolver los
ejercicios y eso que tanto “aprecian” |@s profesor@s. No
pretende, en absoluto, reemplazar las clases, sino que sirve de
apoyo.

En este libro se veran todos los temas de la materia, en el
orden que se suele dictar en FIUBA.

Los enunciados de los ejercicios estdan extraidos de los
examenes parciales y finales tomados en los ultimos afios (2013
al 2019) en la Facultad de Ingenieria de la U.B.A. y en la UTN
FRBA, como asi también de ejercicios seleccionados por dos
profesores de FIUBA.

Espero que les sea de utilidad, no sélo para entender la
materia, sino también para aprobarla. Se requiere de mucha
ejercitacion. Aqui les dejo muchos ejercicios agrupados por
temas para que practiquen... y practiquen... y practiquen.

Yo les sugiero que lean el enunciado, lo piensen, anoten
los datos que les brinda el texto y las incdgnitas a buscar... si
parece complicado, respiren hondo y arranquen con lo que
saben.
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Capitulo I:

GEOMETRIA
DEL PLANO
Y DEL ESPACIO
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REPASO de GEOMETRIA DEL PLANO

RECTA: es un conjunto de puntos alineados.

Para definirla necesitamos una direccién y un punto de paso. Por eso vamos
a tener que conocer, al menos, dos puntos.

La direccién se obtiene restando un punto del otro.
Por ejemplo:

=(2,3,1) yB=(2,5,4)
> direccién: AB=B - A=(254) - (2,31)=(0,23)

Recta L: X =1(0,23) +(231) ,teR

Angulo entre rectas:

Sean vi y v; las direcciones de las rectas L; y L, respectivamente, el dngulo
entre L1 y L, se calcula con:

cos(a) = =b — a =arcos(b)

vlHvl 1|| ||Vz||

De aqui se puede observar por qué, para comprobar ortogonalidad entre

) Vs
dos rectas, necesitamos obtener que v; . v.= 0, pues arcos(0) = 5

PLANO: es un conjunto de puntos de R3, un objeto geométrico sin volumen,
o sea, tiene dos dimensiones.

Para definirlo se necesitan una recta normal y un punto que pertenece al
plano. Y eso se puede obtener con 3 puntos no alineados.

Para obtener la normal al plano, necesitamos dos direcciones de rectas no
paralelas contenidas en el plano. La direcciéon de la normal se obtiene
hallando el producto vectorial de esas dos direcciones.
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Pueden darnos una recta y un punto no contenido en la misma (la recta
contiene infinitos puntos) o dos rectas.

Por ejemplo:

A=(23,9),B=(13,5),C=(0,1,2)

AB=B-A=(135)—(239)=(-1,0 ,-4)

— >—>Ex%=(—8,1,2)
BC =C - B=(012) — (1,35) = (-1,-2,-3)

Para armar la ecuacién del plano, necesito hallar el producto interno entre
la normal y un punto de paso:

N.P=(-812)(012)=0+1+4=5
(-8.12)(x,y,z)=(-812)(012)

Plano:
S:-8x+y+2z=5

Una recta y un plano:

Para saber si una recta esta contenida en un plano, hallamos Ia
interseccién. Si resulta ser un punto solo, entonces estamos en una recta
NO contenida en el plano.

Por ejemplo:

S:-8x+y+2z=5 y LiX=t(023)+(231) ,teR
Hallo S(L:

X Y z
~, = — —

L:X=(22t+33t+1) —> —8(2)+(2t+3)+2(3t +1)=5
-16+2t+3+6t+2=5 — —-11+8t=5 - 8t=16 >t=2

e Unsolovalorde timplicaque S()L esunsolopunto> L& S



Distancia de un punto a un plano:

Sea P el punto y S el plano, averiguar la distancia de P a S es averiguar la
menor distancia. Y eso se obtiene trazando una recta perpendicular al
plano, que pase por P, hallamos la interseccién de esa recta en el plano y
obtenemos un punto Q. La distancia que tenemos que hallar es la norma
entre los dos puntos.

d(P.Q)=[P-Q
La recta se halla utilizando la direcciéon de la Normal al plano y P como
punto de paso. La interseccion se calcula como indiqué en la hoja anterior.
S:x+y+z=5-> Ny =(111)
P=(0,3-4)
S>L:X=(t, t+3 ,t-4)

X Y Z

0+E+3)+(t-4)=5 >3t =6-t=2 »>Q=(25-2)

Entonces: z
"\ 4 N
d(P.Q)=[P-Q|=
- [(03-4)-(25-2) -
-I-222) - '

~ o +(aF (2F -
=12

d(P,Q)=+12 | p A"

Otra forma de calcular la distancia es utilizando:
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siendo N la normal a S, y d el nimero real independiente de la ecuacion del

plano.
Entonces:

_|(03-4)@11)-5 |-1-5 6 ~
d(P,S)= ) -5 _ﬁ_zﬁ_\/ﬁ

Distancia de una recta a un plano:

Para hallar la distancia entre una recta y un plano, primero tenemos que
averiguar si la recta es paralela al plano, pues si no lo es, la distancia es 0
porque se intersecan.

Una vez que se observa que son paralelas, se procede igual que en el
ejemplo anterior, utilizando como P algun punto de la recta.

Ortogonalidad de una curva con respecto a un plano:

Para saber si una curva es ortogonal a un plano, lo que tenemos que
observar es la normal al plano y el vector tangente a la curva en el punto
Q=C(NS, pues deben ser proporcionales para asegurar su

ortogonalidad.




Ejercicios

. Hallar la ecuacidn cartesiana de una recta que sea paralela a la recta
interseccion de los planos 3x -2y + 2= 6y x + 2y — 3z = 5, que pasa por el
punto (0,1,3)

Sean S el plano dado por la ecuacién 3x - 2y + z=6, T el plano de ecuacidn x
+2y-3z=5,yLlarecta pedida en el enunciado, la direccién de L estd dada
por la direccionde ST .

Para hallar esa direccidon es practico recordar que la misma esta dada por el
producto vectorial de las normales de los planos intersecados.

S:3x-2y+z=6 2 Ns=(3,-2,1)
T:x+2y-3z=5 2 Nr=(1,2,-3)
La direccién de Les (3,-2,1) x (1,2,-3) = (4,10,8)

Entonces:

| L:X=1(254)+(013) |
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2. Calcular la distancia del punto P=(2,4,3) al plano de ecuacion 4x -3y +z=6

Cuando piden calcular la distancia de un punto a un plano, se hace
referencia a la menor distancia.

P
d(P,s)=d(P,Q) T
d

o

S

Sea S el plano de ecuacién 4x—3y+z=6 2 Ns = (4,-3,1)

_|P.N-d| [243)(4-31)-6 |-1-6 7
R T R (T N TR

d(P,S)=

%‘\1
o




CONJUNTOS

Un conjunto es una coleccion de elementos. Los que se ven en esta materia
son conjunto de puntos de R?o R3,

Estos puntos se pueden clasificar en:

Punto frontera: es aquel que, en una vecindad, tiene puntos que
pertenecen al conjunto y puntos que pertenecen a su complementario.

Punto Interior: es aquel que tiene una vecindad donde todos los puntos
pertenecen al conjunto.

Punto aislado: es aquel que, haciendo una interseccién de una vecindad de
ese punto con el conjunto al que pertenece el punto, da como resultado
solamente ese punto.

Voy a mostrarlo graficamente:

A={(xy) ER*:x*+y?<4U(3,2)},P=(3,2),Q=(-2,0,R=(0,1)




Los conjuntos que mas se suelen mencionar en esta materia son:

Conjunto abierto

Es aquél en el que todos sus puntos son interiores, o sea que tiene todos
sus elementos rodeados por elementos del conjunto.

Ejemplos:

Y
N
A={(xy) ER?: x> +y*< 4} ?_____*
B=R? - ™
C=R? / E
i | \ }X
\ fo
AN i
~ ~”
S

Conjunto cerrado

Es aquel que contiene a todos sus puntos frontera.

Y
N

2

Ejemplos:

A={(xy) € R?: x> +y? <4}
B={(xy,z) ER?*:y=5}
C=R?

D=R?

(sé que suena raro... pero es asi: Ry R3son conjuntos cerrados y abiertos)



Conjunto acotado

Es aquél que puede quedar “contenido” por una bola (sin importar el
tamafio de la misma), o sea, que existe un conjunto mayor que lo puede

“encerrar”
Ejemplos: Y
N
A={(xy) ER?:x*+y*< 4} 2
—
B={(xy) €RZ:y=x* n |x| €2} « ~
/ \
i |
} )
Y i
S »”
gl e
Conjunto compacto
Es aquél que es cerrado y acotado.
Ejemplo: A={(xy)ER?:y=x> » |x]| <2}
N
bola

Los ejemplos los dibujé en R? porque son mas simples de graficar, pero es

similar en R3
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Conjunto de nivel

Este conjunto es el que estd dado por todos los puntos del dominio que
hacen que una funcién de R" = R arroje un valor determinado.

Segun el n con el que estemos trabajando, se trata de curvas, superficies o
volimenes de nivel, si estamos en R?, R3, R* respectivamente (las ultimas
no se ven en esta materia. Cuando n>4, se los denomina Conjunto de nivel).

C, =X eR™: M =k}

Ejemplos:

f(xy)=x>+y*+2
Co={(xy)eR*: f(xy)=6}={(x,y)eR*: X’ +y*+2=6
Entonces:

CG:{(x,y)eRz:x2+y2:4}

Ver la curva de nivel 6 es observar qué curva se forma intersecando el plano
z=6 con la grafica de la funcidn que estamos estudiando, pero “proyectada”
en el plano xy, pues los conjuntos de nivel “viven” en el Dominio de la
funcioén.




GUIA RAPIDA PARA INTERPRETAR
UNA DESCRIPCION DE CONJUNTO

A continuacién voy a escribir la descripcidon de un conjunto y lo voy a
separar en pasos a considerar:

(5) (1) (2) (3) (4)

(1) Identificar el espacio de trabajo (si es R? o R3):

Hay que prestar mucha atencion para poder interpretar correctamente
las ecuaciones (por e]. x*+ y? = 4 en R? es una circunferencia de radio 2
centrada en el origen mientras que en R 2 es un cilindro de radio 2 con
el eje Z como eje)

(2) Analizar la primer ecuacion:

7

Con “analizarla” me refiero a la forma que tiene y si tiene un =" 0 >’ o

l<l O I>I O l<l
v Si es una igualdad en R® entonces estamos frente a una superficie
mientras que si es R? entonces es una recta o una curva.

v" Si es una desigualdad en R3® entonces estamos trabajando con un
cuerpo (la superficie y su interior/exterior, o su interior/exterior,
segln cudl sea la desigualdad) mientras que si es en R? entonces
estamos con una superficie en el plano xy.

(3) Separador:

Puede ser ; o una, o .. todos ellos indican que existe mas de una
restriccion o condicion.
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(4) Analizar la segunda ecuacién:

La segunda ecuacidn muestra otra restriccion sobre la primera. Y la

analizamos de forma andloga a como lo hicimos con la primera

ecuacion.

Ahora bien, se pueden dar los siguientes casos (al menos, para los

conjuntos que se suelen utilizar en Analisis Matematico Il — Fiuba), que

surgen de la interseccién de las formas dadas por las dos ecuaciones:

v

v

v

v

“« “u

= “y “="Sjla primera habia sido una igualdad, entonces,
vamos a tener (como interseccién) una curva (o sea, una
circunferencia, una elipse, un trozo de alguna de ellas, una
recta...).

“<"y"“="Sjla primera fue una desigualdad entonces vamos a
tener una superficie contenida en la superficie dada por la
segunda ecuacion (limitada por la interseccién con la superficie de
la primera ecuacion)

“y : Si la primera fue una igualdad y la segunda una
de5|gualdad entonces vamos a tener una superficie contenida en
la superficie dada por la primera ecuacion (limitada por la
interseccion con la frontera de la segunda ecuacion)

“y“ : Si las dos ecuaciones son desigualdades, estamos
hablando de un cuerpo sdlido, limitado por las superficies que se
obtienen de considerar a las dos ecuaciones como igualdades (asi
obtenemos la frontera del cuerpo)

Algunos datos a tener en cuenta:

después de la segunda ecuacién, existen mas separadores, se

procede de manera similar como se analizé la segunda ecuacion.

Si alguna de las ecuaciones es del tipo: 1< x*+y*+z*> < 4, entonces la

tenemos que considerar como DOS ecuaciones, que serian:

1< x> +y2+72 y x*+y2+z2< 4



y, entonces, estariamos ante el caso de un sélido cuyas fronteras son
las esferas de radio 1y de radio 2.

En pocas palabras, todas las ecuaciones dadas dentro de la descripcion
definen una curva o regién (que puede ser en R?0 R3?) que se obtiene
de la interseccion de las formas de todas las ecuaciones.

Por otra parte, hay que tener en cuenta el texto que acompafia a la
descripcién, pues suele orientar lo que tenemos que encontrar. Por
ejemplo, nos dicen:

4

“Un sdlido ocupa la region...” es claro que lo que se define es un

cuerpo y no una superficie.
“..através de la frontera de W...” (en R?), por lo tanto W es un sélido.

“.. alo largo de la frontera de la regién D”, (en R?), por lo tanto D es
una superficie.

“Calcular la masa de la superficie...” habla acerca de trabajar sobre la
superficie y no esta diciendo acerca del volumen.

Un dato sobre las “superficies y normales”:

Una superficie orientada al exterior es aquella en la cual la Normal es
saliente. Y una normal es saliente si, observando el cuerpo que
estamos estudiando, la normal se aleja del centro del cuerpo.

(este tema de analizar normal saliente o entrante, y superficie
orientada hacia el exterior, es para utilizar el teorema de Gauss y
poder calcular Flujo sobre la superficie)

Si trabajamos sobre Circulacion, la normal no es entrante o saliente,
pues la circulacion se calcula sobre una curva. Para usar el teorema de
Stokes (en R*) vamos a analizar la superficie que queda encerrada por
la curva. En este caso, la circulacion puede estar orientada
positivamente si, utilizando, por ejemplo, la regla de la mano derecha,
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(5)

nos indica que la normal que vamos a utilizar esta en el sentido que
necesitamos.

Otro dato mas... cuando nos dan una inecuacién z > x*+y?, écoémo
saber qué parte del paraboloide tenemos que estudiar?

Bueno... toman un punto que cumpla la ecuacién. Por ejemplo (0,0,1),
cumple pues 1 > 0.... Ese punto ¢de qué lado de la superficie frontera
(o sea, del paraboloide) esta? Del lado en donde se encuentre ESE
punto, es donde todos los puntos cumplen que z > x*+y? . En este caso,
es la parte de “adentro” del paraboloide.

Nombre del conjunto:

Esto es un dato menor, por eso lo escribi en ultimo término.

Por lo general, los profesores suelen nombrar cada conjunto segun el
tipo de forma que tomara. Por ejemplo:

C: suelen describir una curva (puede ser en R0 R?)
D: suelen describir una superficie en R?
S: suelen describir una superficie en R®

V, W, M: suelen describir un volumen o la superficie frontera de un
volumen (R?)



PARAMETRIZACIONES

Una parametrizacién es una funcién vectorial con la cual se definen curvas,
superficies o sélidos (al menos las que se ven en esta materia).

Para parametrizar curvas vamos a tener una funcién de una variable, tanto
si es que estamos trabajando en R? o R3. Siempre que definimos esa
funcidn, se debe escribir, adema3s, el intervalo del pardmetro que se esta
utilizando

Curvas en R%:
7:R > R?, }/(t):(x(t),ym) teR

Ejemplos:

Tomo x = t, entonces queda:

y®=(tt*) teR

I
Cz:{y—x
x>0

y®=(tt°) teR,

Aca también tomo x = t:

Curvas en R3:

7R R y(0)=(Xy Yy 2) teR

2
Cs:{x_y
z=4y

y(t)=(t"t,4t) teR

Ejemplos:

Tomo y =t, entonces queda:

27’
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2X+3y—-2=2
z=>5y

Redefino la curva, escribiendo dos variables en funcion de una:

4 -

-2y
2=2X+3y-2 R
4:{2—5y y — 2X+3y-2=5y —» 2X+3y-5y=2->x-1=y

z=5y=5(x-1) »>z=5x-5

Tomo x = t, entonces:

7)) =(t,t-15t-5) teR

X*+y=0 > y=-x°

C,iqz=2
X <2

Aca también tomo x = t, entonces:

0 =(t,-t*,2) te[-22]

Esa es la forma que se utiliza para parametrizar curvas que podriamos
llamar abiertas, como una recta, o semirrecta o segmentos. Pero en esta
materia se usan mucho las circunferencias (caso particular de elipses) o
trozos de las mismas.

Antes de avanzar con las parametrizaciones vamos a ver distintos tipos de
coordenadas.

Las coordenadas son un sistema de referencia, con los cuales se definen a
los puntos tanto del plano como del espacio.

En esta materia se ven coordenadas cartesianas, polares, cilindricas o
esféricas (ésta Ultima se ve en la segunda parte de la materia).



COORDENADAS CARTESIANAS

En este sistema se define, arbitrariamente, un origen que suele ser (0,0) en
R%? 0 (0,0,0) en R® y los puntos estan dados por la distancia que existe entre
dicho punto y los distintos ejes. Algunos libros lo llaman coordenadas
rectangulares.

Gréficamente voy a ubicarel A=(1,3)yel B=(2,4,3)

Las referencias se hacen con respecto a las variables x, y, z.

Un ejemplo de ecuaciéon cartesiana es S: 3x + 2y — 1z = 4. Una
parametrizacién en coordenadas cartesianas puede ser:

S:o(X,y)=(X,y,3x+2y—4)  con (x,y) e R>
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COORDENADAS POLARES

En este sistema, que se utiliza para trabajar puntos en R2 se define,
arbitrariamente, un origen que también suele ser (0,0). Los puntos estan
dados por un angulo, llamado habitualmente 9 (tita) o t, y por un radio que
indica la distancia que hay desde el punto hasta el origen establecido.

En este caso, r:\/iasi es como el punto C = (1,1) en coordenadas

T
cartesianas, también se lo puede expresar comoCz(\/E,Zjen

coordenadas polares.

Si consideramos que el centro de referencia es el origen de coordenadas,
entonces tenemos que:

X = r.cos(t)
y = r.sen(t)
Este tipo de coordenadas se suele utilizar cuando estamos trabajando con

elipses, sean cerradas o una porcidn de ellas (recordar que una
circunferencia es una particularidad de las elipses)

Son Utiles, pues si tenemos una ecuacion de una circunferencia de radio 1,
centrada en el origen y la queremos parametrizar en coordenadas
cartesianas, nos quedaria medio fea, porque tendriamos que tener una
definicidn para las y positivas y otra para los valores de y negativos.



C:ix?+y?=1 > |y|=v1-x°

Entonces queda:
o= ( X, V1- x? ) conxe€ [-1,1], para los y € R0

02 = ( X, —v1- x? ) conx € [-1,1], para los y € R<0

Asi que queda “incdmodo” para trabajar, para integrar. Sin embargo, en
coordenadas polares nos queda:

o3 =(r.cos(t) , r.sent(t))

——
>—>x2+y2:rz.cosz(t)+r2.s.en2(t):r2 cos?(t) +sen’(t) |=r?

X =r.cos(t)
{y = r.sent(t)

XX+y*=1=r> >r=1

o3 =(cos(t) , sen(t) ) con te0,27]

De esa manera se puede parametrizar una circunferencia cerrada. Ahora
veremos como proceder con un trozo de circunferencia:

c.[ v y T
. _3'|T =—
y =X t= A ta
1 e
y=-X [
y=X9t=z I/_ ~
4 ’ 4
L 11 x)
3 ' !
y=-x2>t=— L 7
4 A 4
~ . -"

o =(cos(t), sen(t)) con te {%%ﬂ}
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Hasta ahora hemos visto circunferencia centradas en el origen. A
continuacién, trabajaremos sobre circunferencias corridas (con el centro
desplazado del origen de coordenadas.

C:x2+(y-1f =1
Es una circ. de radio 1 con centro en el (0,1)
También puede ser escrita de esta manera:
C:x*+y?=2y

Si la ecuacion resulta ser ésta, entonces, para saber el corrimiento,
completamos cuadrados:

x> +y?-2y=0
X*+y?-2y+1-1=0
x> +(y-1Y-1=0
X +(y-1F =1

En forma general, podemos decir que:

2 2
X*+y’=a x| y-2] = Ej
v =ay >x+{y-3) -3

2 2

a a

X+y' =ax > | x——| +y’=|—
’ ( zj ! (zj

En ambos casos, el corrimiento es a/2, en y o x respectivamente



COORDENADAS CILINDRICAS

En este sistema, que se utiliza para trabajar puntos en R3, se define,
arbitrariamente, un origen que suele ser (0,0,0). Los puntos estan dados por
un angulo, llamado habitualmente ¥ (tita) o t, por un radio que indica la
distancia que hay desde el eje “libre” hasta el punto en estudio, y una
variable que indica un valor determinado que depende de los valores de ty
r. Este tipo de coordenadas se utiliza cuando la superficie o el sélido quedan
“adentro” de un cilindro (de ahi su nombre). Se ve mas usualmente en la
segunda parte de la materia.

Voy a llamar S a la superficie en el espacio, W a un sélido y D la proyeccion
de S o W en alguno de los planos coordenados.

Para definir las formas de S o de W, suelen dar ecuaciones e inecuaciones.
Para las formas que se suelen ver en los ejercicios en FIUBA, con hallar la
interseccién de las superficies, alcanza para decidir en qué plano proyecta
mejor.

PARAMETRIZACION DE SUPERFICIES
Como expresé antes, una parametrizacién es una funcidon que define, en
este caso, una superficie.

Cuando nos dan una superficie parametrizada, nos resulta util (para
resolver los ejercicios, entre otras cosas) conocer la normal a esa superficie
en un determinado punto. Esta normal resulta de derivar la
parametrizacion y calculando el producto vectorial entre ambas.

Ejemplo:
S:of(t,y)=(cos(t),y,sen(t))  con(t,y)e[027] X R

Resulta ser la ecuacion de un cilindro que tiene su eje coincidentemente
con el ejey.

Para hallar la normal, primero derivo con respectoatyay
o't =(—sen(t),0,cos(t))

Sy_(0 .1, 0 — N =(~cos(t),0,~sen(t))
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Otro ejemplo:
S:o(r,t)=(rcos(t),rsen(t), r’) con0<r<2;0<t<2r

Resulta ser la ecuacién de un paraboloide contenido en un cilindro de radio
2, con eje en el eje z.

Para saber que es un paraboloide, “desparametrizo” la superficie:

S:o(r,t)=(rcos(t),r.sen(t), r?)

proyectado en
el plano xy es
un disco radio r

X y z
r—’%r—’%'—’?

S:o(r,t) =(reos(t),r.sen(t), r?)
proyectado en

el plano xy es
un disco radio r

z=r"=r?cos’(t) +risen’(t) > z = x* +y?

XZ y2

Para hallar la normal, primero derivo con respectoaryat

o'r =(cos(t), sen(t),2r)

>t —(sen(t) cos(t) 0) > — N =(-2r.cos(t)~2rsen(t)2)

COORDENADAS POLARES PARA ELIPSES

A continuacidn, se muestra como parametrizar las elipses, siendo a el valor
en que la elipse corta al eje x, y b en donde corta al eje .

SOLO BORDE:
5(t) = (a.cos(t) , bsen(t) ) 0<t<2z

" y
b

i X
N | A




BORDE MAS INTERIOR:
8(r,t) = (ar.cos(t), b.rsen(t) ),0<r<1,0<t<2z
jacobiano: abr

Al parametrizar una elipse (con borde mas interior), el pardmetro r NO se
refiere al radio, sino a un coeficiente con el que, estando en valor 0 se
obtiene el punto del centro y con r=1 se obtienen los puntos del borde. Con
todos los valores de 0 <r<1 se recorren todos los puntos del interior.

COORDENADAS ESFERICAS

Se utiliza poco... y se emplea para esferas, semiconos, el famoso “cucurucho
con helado”

5(p,0,¢) = (psen(p)cos(6) , psen(p)sen(9) , p.cos(p)) 12

p =radio,e R
0<6<2r

O<p<nr .

Jacobiano: p*sen(p)
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COMO ENCARAR LA PARAMETRIZACION
CON COORDENADAS POLARES

Las parametrizaciones que se suelen utilizar estan dadas en coordenadas
polares o cilindricas (en R2 o R3, respectivamente).

Si la circunferencia o disco estan centrados en el origen, la parametrizacién
resulta bastante intuitiva. Lo mismo sucede si se trata de un cilindro en el
gue su eje coincide con uno de los ejes coordenados.

El problema suele surgir cuando la superficie o el sélido se encuentran
desplazados en alguno de los ejes.

Aqui dejo un pequefio resumen grafico de cdmo se puede parametrizar, en
este caso, en coordenadas polares.

Parametrizacién:
X =r.cos(t) +a
y=rsen(t)+b

donde ay b son los corrimientos en xo y
Para ver como varian t y r propongo imaginar una varilla fijada en un
extremo en el punto (a,b) y la hacemos rotar “barriendo” toda la figura que
tenemos que integrar. Aca va un ejemplo con (a,b) = (0,1)

X =r.cos(t)
y =r.sen(t) +1

bbb bbb

Se puede observar cdmo la varilla da una vuelta completa (de 0 a 2m) y el
valor de r es constante (o varia en forma uniforme de 0 al borde constante
para cualquier valor de t).

En cambio, si tomo otra parametrizacion, los valores cambian:

) {x =r.cos(t)

donde el centro de referencia es el origen
y =r.sen(t)



Aca la varilla se fija (uno de sus extremos) en el origen de coordenadas.
Ahora lo veremos con el mismo caso anterior (un disco con centro en (a,b)
=(0,1):

X = r.cos(t)
y =r.sen(t)

; R PR R ’b GB
Giﬁ Cb»x(bxﬂl)x@x\\ x| X

Aqui se puede observar que t NO da toda la vuelta sino media (t va de 0 a )
y el valor de r va cambiando segun sea el valor de t... entonces r va a
depender del pardmetro t. Para ver cémo varia el valor de r hacemos:

X2+ (y1P=1 5 xZy22y+1=1 e x2+ y2=2y
rZ2 = 2 r.sen(t)
rA0 me= r =2sen(t)
si es la superficie, r va a variar entre 0 y 2 sen(t)

Cualquiera de las parametrizaciones que se decida usar, debe utilizarse
también para la superficie en R3 o el sélido.

Hago esta aclaracion porque hay veces que tenemos un cilindro desplazado
(o una superficie cuya proyeccion en R? es un disco desplazado del origen)
pero la superficie (o el “techo”) estd centrada en el origen. Ahi hay que
tener cuidado y especial atencién y utilizar la misma parametrizacién... o
sea, cuando se decide que x=r.cos(t) + 1 (por ejemplo) debe utilizarse para
todo el ejercicio.

Acd dejo unos ejemplos de como resulta ser una superficie segin la
parametrizacion que tomamos:

Ya

P

-1
- o(rt)= r.cos(t),r.sen(t)—l;OSrSZ;ESISE
{ v )



Ya

o(r,t) = r.C()J(s(t),r.seYn(t) « /\2 v
>
N

0<r<2:0<t<rnr

o R

bi —o(r,t)=|r.cos(t),rsen(t)-10<r<2;0<t<r
—>a(r t)= rcos(t) rsen(t) -1
/L\‘r >

Con esta parametrizacion, el centro donde se fija el
extremo de la “varilla” queda desplazado en (0,-1)
Entonces, t varia desde 1i/6 a 511/6

Y r varia entre y=0y la circunferencia

Limite inferior: y=0=r.sen(t)—1— r.sen(t) =1

Entre los valores de t, sen(t) no se anula, por lo que r =
sen(t)

Limite superior: r=2

Recordar que una parametrizacion no esta completa si no se escriben los
intervalos de los parametros utilizados.



CORRER O NO CORRER EL CENTRO DE COORDENADAS... THAT IS THE
QUESTION

Para elegir si correr o no el centro de coordenadas, es importante leer el
enunciado del problema. En lo que se refiere a ejercicios de la primera
parte de la materia, no hay mucha diferencia entre optar por desplazarlo o
no. La decision “correcta” a tomar influye mas en la segunda parte, debido
a que se trabaja en R 3 y a la complejidad que se suele ver en los
enunciados.

Lo que voy a comentar se basa en la resolucién de muchos ejercicios. Es una
cuestion empirica. No es que no se pueda hacer de otra manera, sino que
es lo que recomiendo hacer en base a mi experiencia.

Obviamente que los casos en que pueda convenir desplazar el centro se da
en los casos en que se trate de una elipse, circunferencia o disco
desplazados del origen de coordenadas (del (0,0) en R? 0 (0,0,0) en R 3).

DESPLAZAR:

e Sitiene corrimiento tanto en x como eny.

y
/'\y A

v

e Cuando la elipse, circunferencia, disco abarcan puntos de mas de
dos cuadrantes.

27 y 4

-




e Enlos casos en que los limites de r varian seglin cdmo se mueve t
Si no se desplazase el centro, los limites serian:
Sito<t<ty

2> 0<r<2sen(t)

Sithnstst,

20<r<

sen(t)
En ese caso, termina resultando una suma de integrales

NO DESPLAZAR:
e Si la zona a integrar tiene dos circulos con distintos
desplazamientos.

/'\y A

dANY k
N

y

A

e Cuando, trabajando en R3, la superficie “techo” y/o “piso” estédn
centradas en el eje libre (generalmente z).

z




EJERCICIOS
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3.Hallar a€R de manera que la recta de ecuaciones X+ay—z=3y
X+ Z =5resulte perpendicular, en el punto (4,0,1), a la superficie de nivel
de la funcién f( ) =2xy+4z COS(y)—4X que contiene dicho punto.

X,Y,Z

Sean P =(4,0,1) y C la curva del enunciado.

Hallo el conjunto de nivel f en P:

f(4'0'1) = 0+4_16 = _12 —> f(4,0,l) = —12
S, = {(x y,z)eR®:2xy+4zcos(y)—4x= —12}

Como S .12 es la superficie de nivel -12 de f — Vf, ;) es proporcional a la

normala S .1.

Vf,on =kNg , keR,

(4,01)
Hallo Vf(4,0,1):

Vfon =(2y—4, 2x—4zsen(y), 4cos(y)), ., =(-484)

(4,01)
Para que C resulte 1 a S 1, en P, necesito que la direccién de C sea
proporcional a la normal a S .;; en P. Para esto necesito un vector director,
por lo que voy a tomar un valor arbitrario de k = 4 pues, para este ejercicio,
la proporcidn no importa.

—>Ng_ = (-1,21)

Para hallar la direccién de C hallo el producto vectorial entre las normales a
los planos del enunciado, tal como se resolvia en el CBC.
c .{x+ay—z =35 N,=(a-1)

N, XN, =(a,-2,-
x+z=5  —>N,=(10]) >_) oN, =(3,-2:-2)

La direccion de C es (a,-2,-a) y la normal a la superficie de nivel -12 en P es
(-1,2,1) = (a,-2,-a) =t(-1,2,1) teR

a=-t
—2=2t >t=-1—'a=1 a=1
—a=t
{ =)



4. Hallar los puntos de la curva C definida por las ecuaciones

X-y-z=0
x* +(y-17 =1
Para los cuales resulta el plano normal a C paralelo al planox +y =3

Analizo la forma de C (para parametrizarla):

X=y-2=0 > plano
X’ +(y—1)2 =1 - cilindro corrido, radio 1

Como C es la interseccion de un cilindro y un plano, los puntos cumplen
ambas ecuaciones. Como cumplen la ecuacién del cilindro, al proyectarse
en el plano xy C tiene la forma de una circunferencia corrida.

Tomo:
X = cos(t)
y=sen(t)+1

z=x—-Yy— z=cos(t)—(sen(t) +1) - z = cos(t) — sen(t) -1
Entonces:
7(t) = (cos(t), sen(t) +1, cos(t) —sen(t) —1), t € [0,27]
Para que dos planos sean paralelos sus normales también lo tienen que ser.

La normal al plano normal a C estd dada por la direccién del vector
tangente a C para cada punto de la curva.

tgaCenP
S

P
Plano Normal a C

N\



La normal al planox+y=3es N=(1,1,0)

La direccién de la tangentea Cen P es:

7 '(t) = (- sen(t), cos(t), —sen(t) —cos(t))

Tengo que hallar los valores de t para los que;_/ '‘t)=k.N , keR
(—sen(t), cos(t), —sen(t) —cos(t) )= k.(1,1,0)

Entonces:

—sen(t) =k
cos(t) =k — —sen(t) = cos(t)
—sen(t) —cos(t) =0

Para los valores en que cos(t)=0 sen(t)20, por lo tanto cos(t)z0

3z
sen(t) =
—sen(t) = cos(t) —=0=2_, N
cos(t) . iz
4

Especializo la parametrizacion con estos valores de t hallados:

;(31] =(£’2+\/§, _1_\/5] y ;(z] =(£¥ —1+\/§]

2 2 4 2

Los puntos P en los cuales el plano normal a C en P resultan paralelos al
plano x +y =3 son:

plz(ﬂ,

2+‘/§,—1—\/§j P2=(£,ﬂ,—1+\/§j
2 ' 2 y 2

2
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5.Sea S la superficie parametrizada por o(U,V) = (\/§.u.cos(v), u, u.sen(v))
(u,v) €[L,2]X[0,27]. Hallar los puntos P de S para los cuales Ia recta
normal a S en P resulta paralela al plano de ecuaciéon z=Yy+1.

Hallo la normal a S en P:

o'u= ( J3cos(v) , 1, sen(v))

o N5 ={u.cos(v),~/3u,V3u.
o-'v:(—\/§.u.sen(v),0,u.cos(v))>_> (u cos(v) u usen(v))

Sea T el plano de ecuacién Z=Y+1—> N = (O,—l,l)
Quiero encontrar P eStalque Ng, » /T 2 Ng . p» L N;

Busco los valores uy vtal que Ng ., ».N; =0

(u.cos(v),—\/§.u, \/§.u.sen(v))(0,—1,1) =/3.u++/3.usen(v) =0

V3. u |1+ sen(v) |=0-> —1=sen(v) —> v=3—”
il ——— 2

No hay restriccidn para u mas que su dominio.

Por lo tanto, los puntos P tienen la forma de:

E[u%’fj = (ﬁ.u.cos(?’?”j, u. u'sen(%ﬂn

Como v tiene un solo valor, hallo la parametrizacidn de la curva,
dependiendo de una sola variable:

0 -1

—_— —
7= ﬁ.t.cos(%ﬂj, t, t.sen(%ﬂ) =(0.t,-t)

Los puntos P €S son: Vi) = (O’ t, _t) te [1’2]|




. Sea C la curva parametrizada por 7_/(t) = (0032 (t)+2, sen(t) , cos(t)) con

te [0,27[) . Hallar todos los puntos P de C que satisfacen que el plano
normal a C en P es paralelo al plano xy.

Hago un croquis de lo que piden:

L

"

ty
V Hallo los puntos Py, en donde la
tangente a C sea proporcional al

&

L
=

plano xy = //N=(0,0,1)

P

“\\

C:y(t) :(cosz(t)+2, sen(t) , cos(t)) , te[0.2z)
— 7' (t) = (2 cos(t).sen(t), cos(t) , —sen(t))

Hallo los to tales que

7'(t,) = (- 2cos(t,).sen(t, ), cos(t,),—sen(t))=k(0,01)=(0,0,k),k =0

—2cos(t,).sen(t,) =0— cos(t,) =0 v sen(t,) =0

cos(t,) =0 )
—-sen(t,) =k —sen(t,) =0
t=2 [ R=7z)=w0)
cos(ty)=0— 32 > -2
=22 |P=7(x)=(2-10)
0 2 2

Entonces, los puntos son:

2

P, :;@ =(210) y P, :;@ =(2-10)

——

47’



— [ x2 2_
7.Sea f:D S R?> > R /f(x,y) = % , donde D es el dominio natural

de la funcién. Determine y grafique el dominio D y el conjunto de nivel 0
de f. Indique un ejemplo de punto exterior y otro de punto frontera de D.

En el enunciado se aclara que la funcién pertenece a un conjunto incluido
en R?, asi que el dominio natural de f serd aquel en que tanto el numerador
como el denominador se pueda resolver en el conjunto de los nimeros
Reales.

. P - . L2
Si f(x,y) = Q(x—y) entonces el dominio natural es la interseccién entre los
(xy)

Dom(P)y Dom(Q).

Entonces, vamos a hallar y graficar ambos dominios y luego hallamos su
interseccion:

2 2 _ >
{,/x2+y2—120 L XAy 120

L y—x>0 (por ser logaritmo)
In(y —x) #0 y—x#1 (porser denominador)

x2+y2>21 A y>x A y#Fl+x

Por lo tanto, el dominio natural de la funcidn es:

D={(xy)e R?: x2+y2>1 A y>x AN y+1l+x}

Graficamente:

Q

L 4




Sea C, el conjunto de nivel 0 de f:
CO = {(X;Y) € Dif(x:)’) = 0}

foy)y =Jx2+y?—1=0-x*+y*=1

Co={(xy)eD: x*+y*=1}

En forma gréfica es:

aY

SN

o~

Co

Para indicar un ejemplo de punto exterior y uno frontera, basta con
observar el grafico de la pagina anterior:

Punto exterior: PE=(1,0)

Punto frontera: PF=(1,1)

" o'PF
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8.Dado f:D S R? - R?*/f(x,y) = (ln(y —x%),\J9-y— xz) , donde D
es el dominio natural de f , determine y grafique el mencionado dominio
D y el conjunto H en cuyos puntos alguna de las componentes del campo
resulte nula.

El dominio natural de la funcidn vectorial es aquella en la que las funciones
de cada componente estén definidas. Si consideramos fixv=(Pwxy, Qixv), €l
Dom(f) es la interseccién entre los Dom(P) y Dom(Q). Entonces, vamos a
hallar y graficar ambos dominios y luego hallamos su interseccién, que es el
dominio de la funcién vectorial dada.

{ln(y—xz) - y—x2>0 - y>x?

,/9—y—x2 - 9—y—x220 - yS9—x2

Entonces, D queda definido de la siguiente manera:

D={(xy)e R*: x2 <y<9—x?}

Para hallar el conjunto H, hay que analizar en qué puntos del dominio de la
funcién, alguna componente resulta ser cero.

n(y-x*)=0 - y—x2=1 - y=1+x2
JI—y—x2=0 "> 9-y—x*=0 — y=9-x?

Entonces, H queda definido de la siguiente manera:

H={(x,y)e R?: y=1+x* v y=9—x?%}

Y graficamente es:

9




Capitulo II:

LIMITES

CONTINUIDAD

DIFERENCIABILIDAD

DERIVADAS PARCIALES

DERIVADAS DIRECCIONALES
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LIMITES

En esta materia se analizan los limites de funciones (por lo general
partidas).

Mas alla de las definiciones tedricas que se dan en las clases y que se
pueden encontrar en los libros (como el Tromba), podemos entender que
cuando hacemos referencia al limite de funciones de dos variables (que son
las que se estudian en esta materia) estamos analizando el valor al cual
tienden las mismas a medida que nos acercamos al punto en estudio, en un
entorno al mismo.

Sucede que puede existir el limite o no. Si existe es porque, llegando al
punto por cualquier camino (son infinitos), el valor del limite es el mismo. Si
se encuentra un camino (curva) por el cual se obtienen dos valores distintos
de limite, o el mismo oscila entre algunos valores, entonces podemos
afirmar que le limite no existe.

Para demostrar su NO existencia, muchas veces se recurre a limites
iterados, o se halla con curvas que pasan por el punto y arrojan valores
distintos.

Lo que necesitamos es encontrar un L € R tal que lim f(x,y)=L
(x,¥)=>(Xo,Yo)

(esto es lo mismo que decir que f(x,y) =2 L cuando (x,y) = (Xo,Yo)

Analizar por limites iteradoses  lim  f(X,y) = Iim(lim f(x, y)) =a
(x,¥)—(0,0) x—0\ y—0

lim f(x,y) =lim{lim f (x,y))=b
y(X,y)a(0,0) ( y) y»o(xao ( Y)) ,cona, bER

Si a # b entonces aseguro que el limite no existe. En cambio, si a = b, no
puedo asegurar nada.
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Depende de la funcidn (y de la practica que tengamos resolviendo estos
ejercicios) es conveniente optar por el camino de hallar el valor L o
demostrar que el limite no existe.

Por lo general: (xo,¥0) = (0,0), asi que vamos a ver algunos ejemplos con este

caso:
X2
o lim ——— , lo analizo por limites iterados:
()00 X* +y
. XZ . . XZ ) . 2 .
lim ———=lim lim———|=lim lim =liml=1
(x,y)=(0,0) X +y x—0{ y-0 ¥ +y x=0{ y=»0 x° +0 x—0
) ) —F
. X . X . 0 .
lim ————=Ilim/ lim——— |=lim| im——— |=lim0=0

(x,y)—(0,0) X2 + y2 y—0| x—0 )(2 + y2 x=0{ y=0 0+ y2 x—0

Con los limites iterados demostré su NO existencia, por lo tanto:

2

x¥)=>00 X* +Vy

Es mas, voy a mostrar que el limite es acotado entre 0 y 1 (sirve para

calcular limite de 0 x acotado):
2

0<

5 > (son todos cuadrados, por lo tanto, mayores o iguales que 0)

X +y
Por otro lado, y? > 0, como esta en el denominador, si lo saco, el nimero va
a serigual o mas grande, entonces queda:

2 2 2
X X X
x> +y? X X +y
acot ado
) 3 ) =0 2
. lim ———= lim X.——— =0 (porser0xacotado)
(xy)=>(0.0) X° 4y xy)=>00)  X° 4y



acot ado
’ XX o ¥
lim i lim

*D0.0) [x2 1y D00 [y? 42 :(x,y)»(0,0)|x|lﬁ
x+y X +y x> +y

(por ser 0 x acotado)

=0

Voy a mostrar que el limite es acotado entre 0 y 1 (sirve para calcular
limite de 0 x acotado):

X .
0< ¢ (son todos valores positivos)
VX2 +y?
Por otro lado, y*> > 0, como estd en el denominador, si lo saco, el
numero va a ser igual o mas grande (como mostré antes):

PR N N P

RN T N

2
. X
Iim ——=0

(x,y)—>(0,0) ,XZ + y2

<1

, sen(a.x
lim # =1
(x,y)—(0,0) a.X

, sen(a.x , a sen(a.x , sen(a.x

lim #: Iim __¥= Iim a_#:
(x,¥)—(0,0) X (x,¥)—(0,0) g X (x,¥)—(0,0) a.x

. sen(a.x
(x,y)—>(0,0) X

lim sen(a.x)=0
(%,y)-(0,0)

lim cos(a.x) =1
(%,y)-(0,0)
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, X
o lim y

5 este limite lo voy a analizar por dos curvas distintas
(x¥)=>(0,0) X* +y

27

x=0

. X ~ . 0.
lim 2—y2 = lim y2 =0
(xy)=(0.0) X* +y (x,y)=(0,0) 0 + y
—#
y=Xx 2
. Xy ~ . X.X . 1
(xy)=(00) X 4y (x¥)>(0,0) X + X (x,¥)=(0,0) 2X 2
Con distintas curvas demostré su NO existencia, por lo tanto:
. X.
lim "
(x¥)=>(00) X* 4y
0 acot ado
i (X _ 3)2 y2 i /—’_)%2 y2
. im ———="—=lim X—3) ———5— =0 (por ser
=60 (x—3) +y?  x9)>E0) (x=3) +y?

0 x acotado)



CONTINUIDAD

Si tenemos una funcién definida en un abierto que estd incluido en R?,
podemos decir que es continua en (xo,Yo) si y solo si

[im f(X, Y): f(Xovyo)

(%,y)>(X9,Y0)

La continuidad de una funcién se puede analizar para un punto en
particular o para todo el dominio de la funcién.

En funciones de una sola variable, analizdbamos los limites “por izquierda”
y “por derecha”. Eso para funciones de R? (las que son objeto de este
estudio de esta materia), no es valido. Hay que observar que el limite de
f(x,y) tiende a f(xo,y0) cuando (x,y) tiende a (xo,Yo), por cualquier punto y al
punto nos podemos acercar por cualquier lado, en forma radial.

Al igual que en funciones de una variable, lo que tenemos que observar aca
es que la gréfica de la funcién no tenga “agujeros” o “saltos” cuando nos
estamos aproximando al punto en estudio (xo, Yo, f(Xo,Yo))-

Para analizar la continuidad, tenemos que seguir tres “simples” pasos:

i.  f(xo,yo)=a

i. quieroversid lim f(x,y)=L
(x,¥)>(%o.¥o)

i.  versi  lim )f(x,y)=f(Xo,yO)

(ny)_)(XOryO

Esto parece sencillo (con practica lo es), pero tiene un truquito. Sucede que
en los examenes toman funciones partidas cuando piden analizar la
continuidad, entonces tenemos que prestar especial atencién en qué
puntos (x,y) estamos evaluando. No hay mucho misterio, asi que lo
podremos ver y, quizas, entender mejor, cuando resolvamos los ejercicios.

En las figuras de la siguiente pagina se podran observar dos graficas (de dos
funciones distintas). La primera es continua, al menos en el dominio que se
ve, y la segunda no lo es en todos los puntos de la recta x=0, y si en el resto
del dominio que se observa graficada la funcion.
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Aqui se puede observar cdmo f no es continua en los puntos de x=0



DERIVADAS PARCIALES

Si tenemos una funcién de varias variables (en la materia se utilizan de 2 o
3) no se puede hablar de derivabilidad o de pendiente de la funcién en un
punto pues estamos estudiando superficies (como el caso de una funcion
de R? = R). Entonces, para empezar a estudiarla, vamos a ver cémo se
comporta en una de las direcciones, dada por una de las variables. Para eso,
se fija el valor de una de ella y se observa cémo resulta ser la pendiente de
los valores que toma la otra variable.

Zf
Lo vemos graficamente:

Si yo tengo esta superficie >

Y quiero analizar las derivadas parciales, ;y
entonces fijo una de las variables (x o y) y X /
observo cdmo varia la que dejé “libre”
4
X (0 30)
OX
of
— (X5, Yo)

- —
X X=X
" o .
{ s )



Para hallarlas por definicion es:

Sea f:R? >R,
of e f((Xo,yo)+(h,0))— f(Xo’yo)_
&(XO!yo)_LI_rB h -

= lim f(h+X0,y0)— f(Xo’YO)

h—0 h

%(Xoayo): Ifim f((Xano)"'(O’h))_ f(xo’yo):

h—0 h
lim f(XO,h+ yo)_ f(XO' yo)
h—0 h

De esta manera se hallan los valores de las derivadas parciales en un punto
P=(xo,Yo0) cuando tenemos una funcidén partida, y resulta ser que ese punto P
es parte de la frontera de las restricciones de la definicion de f.

Pero si estamos estudiando las derivadas parciales en un punto en donde
en ese punto y en su entorno hay una sola definicidon de f, entonces esa
derivada resulta de derivar la funcién dada con respecto a esa variable,
considerando a la otra como una constante.

Un ejemplo de esto es:

sea f:R* >R, f(x,y)=3x>-2xy’+y* yP=(1,1)

Entonces:

of of of
&(xo,yo):GxO—Zyo2 N &(1,1):6.1—2.12 :4—>&(xo,yo):4

Por definicion, seria:



2
— 2 9 ’
g&@ﬂ=ﬁﬂfm+LQ_f@)="m3m+ﬂ —2(h+10* +1° -2 _

h—0 h

3h?+6h+3-2h-2+1-2

3(h? +2h+1)-2h—2+1-2

h—0 h h—0 h
: 20
i 34N N EA) g
h—0 h h—0 h h—0

Se llega al mismo valor, pero se puede hallar por la “Regla simple” siempre
que estemos trabajando con funciones diferenciables (esto lo veremos
dentro de unas paginas)

Las notaciones mas comunes que se ven en la materia para llamarlas, son:

Derivada de f en x:

of
&(Xo'yo) o f'x

Derivada de feny:

of
E(XO’yO) o f'y

Y sus derivadas segundas se escriben asi:

o f o f o f o f
ax_z(xo'YO) , 6_)(y(xo’yo) , M(Xo'yo) , W(Xo'yo)

(0]

frxx ,fixy ,fryx , f'yy
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GRADIENTE DE UNA FUNCION ESCALAR
Es un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de una funcion
escalar.

. 2 . .
Entonces, sea f : R = R, el vector gradiente se escribe como

w19)- L. &)

Propiedades:

\%i (X, y)i conjuntos de nivel de f
dom(Vf (x, y))= dom(f)

Dado un punto P = (XO, Yo )el vector gradiente Vf (XO, yo)apunta hacia

donde crece la funcion.

Sea f :R® > R, elvector gradiente se escribe como

vi(x,y, z):(z—i(x, Y,2), %(X y.2), %(X Y, Z)j

Un ejemplo:
sea f:R? >R, f(X,y)=3x>-2xy’ +Vy°

9159)={ 2 0). 2 )| o 20y 20)- 51 )



DERIVADAS DIRECCIONALES

Las derivadas direccionales son las pendientes que existe, en un
determinado punto, y en la direccién de un versor (vector unitario) dado.
Las derivadas parciales son una particularidad de las direccionales.

of

of of of
&(Xo’ yO)_E”l(XO’ yo)y 5()(0! YO)_OVTZ(XO’ yO)

con v, =(1,0) y v, =(0,1)

Para hallar todas las derivadas direccionales, se toma un versor genérico
v=(a,b)con a’+b*=1

of ‘ f((xm o)+h(a’b))_f(xo’ o)
E(meo):!}m ! h !

Esta definicién se debe usar para hallar las derivadas direccionales si no se
sabe si la funcién es diferenciable. Pero si se sabe que lo es, entonces hay
una regla practica:

of _
E(Xo’ YO)ZVf (Xo’ yo)'V

Otra notacién para las derivadas direccionales es:

af
- A) = ! A,i?l
25 (@) =f'(4,9)
Siempre considerando una funcidn diferenciable, también es util saber que
la maxima derivada direccional se da en la direccion del gradiente, y el valor

que toma es la norma del gradiente.
vf (Xo’ YO)

V= o Yo
v (o, Yo )ll
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[VE (%o, o )| = \/(%(Xo Yo )T + [%Z(Xo’ Yo )Jz

of ur(y v V(e Ye)
E(me% —Vf( 01y0) ( Yo

- |
&

9 & o) | 0,900 °'y°)J:
(o]

v (X0 Yo )”
i (X0, Yo )" )

{\/(?X(xo, " )jz +(8;yz(xo’ Vi )]2 ]

) i (o, Yo )”

Vf (x

Q|2

X

_ ”Vf (Xo’ Yo )"2
[V (%5, Yo

(X, yo)(

2=

=[Vf (%o, Yo )| =

max

Resumiendo:

L] =IFt03.)

aV max

En forma similar, la minima derivada direccional se da en la direccion del
gradiente pero con sentido contrario y el valor que toma es la norma del
gradiente, pero con signo cambiado.

i

5 XO’VO* ' :_HVf(XO’yOM




DIFERENCIABILIDAD

Para entender el concepto de diferenciabilidad nos podemos remontar al
concepto de derivabilidad en una funcién de una sola variable.

Una funcidn (de una variable) es aquella que admite recta tangente, y son
aquellas que no tienen “picos” en su grafica. Ya en el CBC aprendimos que
si una funcién no es continua, entonces no es derivable. Ampliando este
concepto, decimos que una funcién es diferenciable si admite plano
tangente. Similar a lo que se ve con una variable, la grafica de una funcidn
de varias variables, tampoco tiene picos, o, al menos, no es diferenciable en
ese punto en donde se produce el pico.

Una funcion diferenciable tiene propiedades que se usan a lo largo de toda
la materia y es muy importante prestarle atencion.

Lo que explico en este libro es “masticado” para exponerlo en una forma
mds practica. Si se desea mads detalles tedricos, hay muchisima bibliografia
(Tromba, Pita Ruiz, y toda la que se sugiere desde la pagina de la materia,
en la facultad de Ingenieria — UBA)

La forma de decidir si una funcién es diferencial o no, por definicién, es
verificar que el limite que escribo a continuacion, sea igual a cero.

- of of
im f((XO’ y0)+h)_(f(xo’ yo)+&(xm yo)hl +ay(X0'YO)h2j o

h—0 Jh?+h°

donde h=(h,,h,)

Si se cumple esto, entonces, f es diferenciable en (XO, yo)y, entonces,

admite plano tangente en (XO, Yo f(xo,yo))

|

(& ]



La ecuacidn del plano tangente en (XO, Yo f(xo,yo)) esta dado por:

of of
Z= f(xo’yo)+&(xo’yoxx_xo)+5(xmyo)(y_ yo)

Si se presta un poquito de atencién en el limite que escribi un poquito mas
arriba, se puede ver que la ecuacion del plano tangente estd “metida” alli.
Lo que el limite representa es que si la diferencia entre lo que vale la
funcién en un punto (x,y) y el plano tangente (si existiera), tiende a cero a
medida que nos vamos acercando al punto. O sea, a medida de que la
distancia entre un punto (x,y) y el punto (xo,Yo) se va acercando a 0, la
diferencia entre el valor de la funcidn evaluada en el punto (x,y) y el plano
tangente toma mas rapido el valor 0.

(Xo0,Yo0)

/}‘\-thr N\
b
d es la distancia entre la funcién en un punto (x,y) y el plano tangente

Otra forma de saber si una funcidn es diferenciable es observar qué ocurre
con las funciones de las derivadas parciales. Si son continuas, entonces la

funcioén es diferenciable.

Para que una funcion sea diferenciable, debe ser continua. Pero que sea

continua NO garantiza que sea diferenciable.



RESUMEN PARA ANALIZAR DIFERENCIABILIDAD de una funcién en un
punto dado.

ANALIZAR DIFERENCIABILIDAD
de f en (xo,¥o)

N0 fesCONTINUAen (xgyy) = \l'
Tiene
NO
€ DERIVADAS
- v PARCIALES
NO existen todas las

S DERIVADAS l, Sl

DIRECCIONALES —
\l,s' NO ' pARCIALES son
NO las DERIVADAS funciones

€& DIRECCIONALES son CONTINUAS

C.L.de ¥, ,, vy V:(a, b) S|

si
= of of
NO _ o a
E i f((X0'y0)+h) [f(xoryo)+ ox (Xo'y°)h1+6y(X0’y°)hzj=o
n-0 Jh? +h,?
Sl
>
NO
DIFERENCIABLE
DIFERENCIABLE







EJERCICIOS
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9. Sea y3 +Xy—X2
fxy)=9 x-y
0 si x=Y

Si X#Y

Calcular todas las derivadas direccionales de f en (0,0)

Sea V =(a,b), con a’+b?=1
of (00)= lim £((0,0)+h(a,b))- £(0,0) .

= =lim
h—0 h h—0 h

Dom(f ): R?, separo al dominio en dos regiones:

|:{(x,y)eR2:x¢y} ||={(X,Y)€R2:X:y}

Voy a utilizar esa misma discriminacién para las direcciones de v.

3 g2
SiveRegionl, azb — f(xy)=L X
X=y
o (00)=tim T0ahb) _ o1 (D)’ + (naknb)- (ha)” _
oV h—0 h h—>0 h (ha)—(hb)
=0 ~a(a-h)
1 hz(hb3+ab_a2)  hb®+ab-a? a(b—aﬁ)
=lim—.. =1lim = —_g
h-0 (a— b) h—0 (a _ b) (a B b)
of . f(ha,hb) . 1
SiVEII—>a:b—>f(x,y)=095(0,0):!m (h ):L'LTJH-OZO

Entonces:




10. Sea y'sen(x)+2x* (x,y)#(0,0)

fy)={ x : y? si(x,y)=(0,0)

a) Describir el conjunto de f nivel 2 de en coordenadas polares

Sea C; el conjunto de nivel 2 de f

yZsen(x) +2x°

Si(xy) #(0,0) > f(x,y)= X1y

— y%sen(x) +2x° = 2(x2 + yz): 2x% +2y?
— yZsen(x) + 2x? = 2x* + 2y — y?sen(x) = 2y®

Como (x,y) #(0,0) 2> si Xx=0—>y#0 osi y=0->x#0

2 2 o
X=0->y=0 —> f(xy)= y sen(f))+§(0) =0#£2—>
(0 +y

0%sen(x)+2x> 2x?

g 7 (.3) x> +0° x?

si(x,y)#(0,0)A(x=0vy=0)

y’sen(x) = 2y* —2% ssen(x) =2 y Axe R /sen(x) =2

Entonces: [(X, y)#(0,0)A(x #0v y #0)[¢C,

C, ={(xy)eR?:(x,y)=(x0)v (x,y)#(00)> y=0Ax=0}

Y en coordenadas polares es:

C, :{(r,t)e R.,X[0,27]:r >0/\(t=0\/t:7[)}|




b) Analizar la continuidad en el origen
Para analizar la continuidad, observo si se cumple que:
i. f(0,0)=a
ii. si 3 I|m f(x y)=L
i, I|m f(x y) = (0,0)

(x.y)->

e (00)=0

2 2
. sen(x)+2x° 0
. I|m f(X y)=lim y 2( ) >——=—(indeterminacién)
(xy)> (xy)=(00 X+ 0

Analizo por curvas, tomo y=x:

2 22 yx 2 22
lim Y sen(x) + 2x © im X sen(x) + 2x _
y-00 X% +y? ()00 X2 4 X?
-0
?(sen(x) +2) sen(x)+2 2
p X \sen(x) + . +
= im T g ZRUTL 2
(x,x)—(0,0) 2X (x,x)—(0,0) 2 2
f(0,0) =
si3, Iim f(xy)=1 # —> no es continua en (0,0)
(x,¥)—(0,0)

|  no es continua en (0,0) |

73’

——



2

—y  sixXP+y’>4

D2 2
11. Sea f(X,y)z{X Sl X“+y°<4

a) Describir, en coordenadas

A={(x,y)e Dom(f): f,,, <0}
Dom( f )=R?

Separo al dominio en dos regiones:

I={(xy)eR*:x*+y* <4
Il :{(x,y)eRz:x2+y2>4}

polares, el conjunto

Analizo los puntos del dominio tal que f(x,y) <0

Region | — f(xyy) =x’ > f(xyy) <0-x*< 0 absurdo, pues x>0 ¥xeR

Region Il — f, y=-y > f,,,<0—>-y<0—>y>0

En coordenadas cartesianas:

A={xy)eR?:(x*+y? <4)a(y>0)}

A!l
2
s
V4
/

En coordenadas polares:

[A=ln0cRx[02e) (> 2) n(0<t< )]




b) Analizar la continuidad de la funcién en el punto (2,0)
Para analizar la continuidad, observo si se cumple que:
i. f(2,0)=a
ii. si 3 I|m f(x, L
i Si M, o (x,y)=
i, I|m f(x y)=1(2,0)

(xy)->

e f(20)=4
. lim  f(xy)= lim -y=0

(x,y)—>(2,0) (x,y)—(2,0)
(x,y)e Regién 11

Si existiera el limite, éste valdria 0, que es distinto que lo que vale la funcién
en el punto. Por eso puedo asegurar que f no es continua en (2,0)

| f noescontinuaen (2,0) |
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12. Dada g Xz _ yz i y > X

6 Sl y <X

f(X,Y)={

a) Graficar el conjunto de nivel 6 de f y describirlo en coordenadas polares

Sea Cs el conjunto de nivel 6 de f

Dom( f )=R?, separo al dominio en dos regiones:
I :{(X,y)eRZZyZX}
Il={(x,y)eR*:y<x]

Analizo los puntos del dominio tal que f(x,y) =6

@)

Regién| - f(xly)ZS—XZ—yz - f(xyy):ﬁ—)S—Xz—y2:6_>X2+y2:2

Entonces: [(y >X) A (X2 +y?= 2)]6 Cs

Region Il — f, =6 — (y>X)eC6

X,y)

En coordenadas cartesianas:

t=0
t=2TT

v{(r>o)A([0St<%jv(5T”<t<2”Jﬂ}




b) Estudiar la continuidad de f en el punto (-1,-1)

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que:

i. f(-1,-1)=a

i i3 i f(x,y)=L

i. si (ny)_l)f(ﬁlﬁl) (x,y)

i, I|m f(x y)=f(-1-1)
()~

o f(-1-0)=8-(-1f-(-1f =6

e Para analizar los limites lo tengo que hacer acercandome por los (x,y)
pertenecientes a las dos regiones:

-1 -1
2 g
lim f(x,y)= Ilim 8-x"-y°=
(x,y)—>(-1-1) ( y) (x.y)=>(-1-1) y
(x,y)e Regioén |

lim f(x,y)= lim 6=6
(x,y)>(-1,-1) (x,y)=>(-1,-1)
(x,y)e Region Il

o f = lim f(x,y)= lim f (X,
ey = ) foey = T ) (%)
(x,y)e Re glon | (x,y)e Reglon 1
Entonces f, ;)= lim f(X,y) > fescontinuaen(-1,-1)
' (x,y)—>(-1,-1)

| f escontinuaen(-1-1) |

——
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13. Sea f :R? —> R definida por

1 si X<y
f(x,y)=1 Y .
(xy) m SI X>Y

a) Analizar la continuidad de f en el punto (1,1)

Dom(f ): 9R?, divido al dominio en dos regiones: y

I:{(x,y)eRZ:xg y}
Il={(x,y)eR*:x>y|

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que:

i.  flL,1l)=a
i. sid lim f(xy)=L

(xy)>(11)

lim  f(x,y)=f(11
i. i (x,y)=f(LY

o fLY)=1

e Para analizar los limites lo tengo que hacer acercandome por los (x,y)
pertenecientes a las dos regiones:

-1
vy o1
im  f(xy)= lim Y ==
(x,y)>(@1) (xy)->LY x°+1 2
(x,y)e Region Il wal
=

Si existiera el limite, éste valdria % , que es distinto que lo que vale la
funcion en el punto. Por eso puedo asegurar que f no es continua en (1,1)

| f NOes continuaen (11) |




of
b) Decidir la existencia de & (1,1)

Como en un entorno del punto (1,1) existe mas de una definicion de la
funcién, entonces hallo la derivada (si existe) por definicion.

af@ﬂ:mn”@”+m9»_?&3:nmfa+“”_l

& h—0 h h—0 h

Fijo el valor de y y me muevo en x. Ahora hallo el limite acercAndome
primero por derecha:

f(l+h1)-1

h—0* h h—0*

lim

= lim =—0
h

Como el limite acercdndome por una de las regiones, da un nimero NO
finito, entonces ya puedo asegurar que no existe la derivada en x en (1,1)

| aﬁian |

OoX




14. Dada 3 2
Ay =U G (o y)(01)

FOY) =4 X2+ (y-1F
y (g Y si (x,y)=(01)

a) Probar que f tiene derivadas en todas las direcciones en (0,1), y

hallar todos los versores para los cuales la derivada direccional de f
en (0,1) es nula

Sea V =(a,b), con a’+b?=

0

o (01)- 1 102+ hla) - T(01
ov

h—0+ h

_ Iim f(hal+hb) _

h—0+

_jim L (ha) —(ha)(@+hb)-1 1 (ha)’—(ha)hb)" _
o-h (ha) +([L+hb)-1F  moch (ha) +(hb)
— iy Ol ) M)l 1) o

1

Ahora voy a hallar los versores para los que a—fv(O,l) =0
aa?-b?)=0-> (a=0)v(a>~b* =0)
a=0 —2 5, h=15v,=(01)

a?-p?’=0->a’=bh* > |a|=|b|A>a +|a|2 =1—2a’=1

lop=yl-Ls p=-Lon-1

Entonces, los versores son 5 (4 que resultan de combinar |a|=|b]| y el v1):

fon G2 G-GaBa




b) équé se puede decir de la diferenciabilidad de f en (0,1)?

Como la derivada direccional hallada depende de a y de b, pero no es una
funcién lineal, entonces puedo afirmar que f NO es diferenciable en (0,1).

Si suponemos que es diferenciable, el valor de la derivada direccional se
puede calcular haciendo:

%(0,1) =vf(01)v =vi(01)(a,b)= (Z—i(o,l), %(0,1)}(& b)=

of of
= a&(O,l) + ba(o,l)

of

01) y b.g(o,l) son escalares, por lo tanto, el valor de la derivada

of
ox
direccional es una combinacién lineal de a y b, por lo que el valor de la
derivada es una funcién lineal que depende de ay de b.

81’

——



15. Sea Xy

()= vy [(x.y)21

x+(y-1f s oy)<t
a) Graficar el conjunto de negatividad de f y describirlo en coordenadas

polares.

Sea A el conjunto de negatividad de f .

I y)21 > yX*+y* 21 - x*+y*=1

Dom( f ) =R? , separo al dominio en dos regiones: y

Iz{(x,y)eRZ:x2+y221}

Il :{(x, y)eR?:x* +y? <1}
Analizo los puntos del dominio tal que f(x,y) <0

Region | — f,  =——3
eglon —> (X’y)_m

—>(x<0Ay>0)v(x>0Ay<0)

2°cuadrante 4°cuadrante

—>f(xyy)<0—>\/ ny =<0 20, xy <0
X +y

Entonces:

[(X<0/\ y>0) v(X>0/\ y<0)]€A

En coordenadas cartesianas:

A={(X,y)eR21[(><2+>/2)21JA[(X<0A y>0) v (x>0n V<O)J}



Y en coordenadas polares es:

A={(r,t)eR.X[0,27]:r zu{(%q <7r]v(3§<t < 27zﬂ}

b) Analizar la existencia de %(1,0)

Como en un entorno del punto (1,0) existe mas de una definiciéon de la
funcién, entonces hallo la derivada (si existe) por definicion.

0

—
2 1.0)=tim! (00)+(h0))- 140) _ i, 10.0)
OX h—0 h b
Fijo el valor de y y me muevo en x. Ahora hallo el limite acercdndome
primero por izquierda: ’_7%

—0
) ) [1+ HJ +1

lim leim (L+h)+(0-1) = lim 22,
h—0~ h h—0" h hes0- h _)O

Como el limite acercdndome por una de las regiones, da un nimero NO
finito, entonces ya puedo asegurar que no existe la derivada en x en (1,0)

| i (;i(l,o) |

X
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16. Dada y(x + y)(x — y)
f(xy)= x> +y°
0 si (x,y)=(0,0)
a) Analizar la continuidad en el origen

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que:

i.  f(0,0)=a
.. 3 I' f ’ :L
ii. s (ny)l_r)T(loyo) (x,Y)
i, (x,yI)ILT(]O,O) f(x,y)=1(0,0)
£(0,0)=0
lim f(xy)= lim V(XjV—)(Xz‘y):
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X _|_y
o WC=y) Yy
= lim 2= lim — =
(xy)=00 X" +y (x)=00)  X*+y
yx’ Y.y’

(por &l gebradelimites)= lim - lim ——=—=

=00 X2 +y®  (y)->00 x> 4y

acotado acotado
— —
—0 2 —0 2
~ lim Yy ~dim y—Y——0-0=0= 1lim f(xy)
=00 " X4+ y? o007 X2 4y (x)->00
Entonces:
lim f(X, y)= f(0,0) -> f escontinuaen(0,0)
(x,¥)—(0,0)

| f escontinuaen (0,0) |




b) Analizar la existencia de —(0,0)

Como en un entorno del punto (0,0) existe mas de una definicién de la
funcién, entonces hallo la derivada (si existe) por definicion.

0
—
N (0,0)=1im £((0,0)+(0,h))-f(00) _ . f(0.h) _
oy h—> h h>0 h
1 h(0+hXo-h) .. 1 h(h)=h) , —h°
:I . 5 5 = —_—. > :I| 3 :_1
h-oh 0" +h h—0 h h h—>0 N

En los ejercicios que se calculan limites, conviene detallar cémo se llega a

un valor, como el caso de 0 x acotado. Ese acotado suele ser de la forma

XZ

X2 +y?

En la seccién “LIMITES” muestro cdmo se llega a que estd acotado entre Oy
1. Eso conviene agregarlo en la justificacion en los parciales.

85’
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17. Sea 3
2XY + yX :
fo)={ xry? (x.y)#(0,0)

0 si (x,y)=(00)
Analizar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen.

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que:

i. f(0,0)=a
i. sid lim f(x,y)=L
! ! (x,¥)—(0,0) ( y)
lim f(x,y)=f(0,0
" (x,y)—(0,0) ( y) ( )

f(0,0)=0

] c 22Xy +yx°
(x,yI)I—TO,O) f(x,y)= (x,yl)ﬁo,O)#;/z pruebo por curvas que pasen por el

origen, tomo y=x

y=x
oy e’ 2+ xxC
lim ———=——= 1lim ————= lim ————=
(xy)=(0.0 X" +Y (xx)>(0,00 X% 4+ X ()-00 X2 4+ X
—0
=
o2 +x! - X2+ X T RV
= I|m —2 = ||m 5 - Ilm _c_ 1
(xx)—>(0,0)  2X (xx)—~(0,0)  2x (xX5(0.0) 2 5
Entonces:
f(0,0)0=0 -
lim f(x,y)=1)7 T NO es continua en (0,0)
(x,y)—(0,0)

| f NOcontinuaen (0,0) — f NO diferenciable en (0,0)]




18. Sea C la curva en R? en coordenadas polares por I = 2.5en(8), 6 [0, 7|

Hallar la derivada direccional en (1,1) de la funcién f(X,y) = XY enla
X+Yy

direccion de la tangente a C en (-1,1) de coordenada y negativa.
Analizo la curva C: y
r=2sen(@) — r? =2.rsen() A

X =.r.cos(@

( ) N XZ + y2 — r.2
y =.r.sen()
r? r.sirl(a) P 1 T
> x*+y?=2 y circunferencia X
radio 1, con centro en (0,1) . —
Analizo la funcién dada: “=(0r'1)
Dom(f):{(x,y)eRz:x;t—y}
_y(x+y)-xy

T (x,y) = YxHY)-xy | f
ox (X+y)2 = Es continua en Dom( )

of _x(x+y)-xy
E(X’ y) = W = Es continua en Dom(f )

Las derivadas primeras con funciones continuas en el mismo dominio de

la funcién, por lo tanto f € C' — f es diferenciable, entonces:

% 1) = Vf (L1).v

of NG, PN SR U o[ Voot
&(1,1)=Zy5(1,1)—4 > av(l,l)_Vf(l,l).v_(4,4].(0, 1)= 7
of 1
a

|

(o]



19. Sea

x> — xy?
f(X, y) — X2 + y2 Sl (X’ y) # (O’O
0 si(x,y)=(0,0)

a) Analizar la diferenciabilidad en el origen

Hallo las derivadas direccionales por definicién:

v =(a,b), con a’?+b?=1
0

% 00)- 1im 1(00)+ n(a,b))-T(0.0) . f(ha,hb)

h—0+ h h—0+

L (haf —(ha)nof 1 (ha)f —(han?)
worh’ (ha) +(hb)f  0h’ h*(a? +b?)

Si la funcidén fuera diferenciable tendriamos:

2=

~ (0,0)=V£(0,0)v

[%m,o)%(o,o)}(a,b):a%m,o)w%(o,o)

O sea que resulta ser una combinacion lineal del gradiente con los
componentes del versor. La derivada direccional hallada por definicion es
a’-ab? y es imposible considerarla una combinacién lineal. Por lo tanto, no
es diferenciable.

f NO es diferenciable en (0,0)




b) Describir, en coordenadas polares, el

C, :{(x, y)eR?: (X, y)=0} . Graficar

conjunto

o si(xy)=(0,0) > f(x,y)=0 > (0,0)eC,

3 2
e si(xy)#(0,0) > f(x, y)=X — Xy 0

X% +y?
Xs_xyz_ 3 w2 _olv2 _u2)_
X2+y2_0—>x Xy _x(x y)_O
x(xz—yz)zo — x=0 vx*-y*=0
-3t =0 i -ly
y
X
>

Co = {(I‘,t) eR_X[0,27):te {223_72'5_7[3_717_7;}}‘

——
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20 Sea f(x.y)= (2x+1)In(4 - x* - y?)
o J-X+y

a) Hallar el dominio de y expresarlo en coordenadas polares

Yy
Restricciones 2‘ P
S /’
e Por el logaritmo: ,/ ’>\
4-x2—y2>0 5>x>+y2>4 I AR
r >
| / i
N v 7/
e Por la raiz cuadrada: )( /7
-X+y>0—>y>x R4 ~

dom(f)z{(r,t)e R X [O,Zﬂ):(%<t<57ﬂj/\(0< : <2)H

b) Describir el conjunto de nivel 0 de f . Graficar

Co ={(x, y)=dom(f): f(x,y)=0}

f(x,y)= (2x+1)inla—x -y*) - (2x+1)=0 vIn(4-x? —y?)=0

\/Tﬂ’ z?y

2x+1=0 —>x:—% <
In(4—x2—y2)=0 —4-x*-y?*=1 __ A
—)X2+y2:3 X-I:'1/2 X

C, :{(x, y)e dom(f):(x=—%) v (x2+y? :3)}




21. Encontrar todos los vectores unitarios v tal que la derivada direccional
de la funcién f en el punto (1,-1) en la direccién de v valga 6, siendo

f(x,y)=3y’x

f es un polinomio, por lo tanto f es diferenciable, entonces:
of
—(1,-1)=Vf(1,-1)v
T -1)=vre-)

con V =(a,b)tal que a® +b? =1

%(x, y) = 3y? %(1,_1) _3
of 2 g - Vi(L-1)=(3-6)
— (% y) =6xy ~(1-1)=-6
2 oy
of por er}inciado
o tU=(3-6)ab)=3a-6b = 6

> a=2+2b
a’+b*=1 > (2+2bf +b*=1

4+80+4b° +b*=1 — 5b*+8b+3=0 > blz—g v b,=-1

-2 a2 2t (2]
5 5/ 5 55

b,=-1 ->a=0 — v, =(-1,0)

Por lo tanto:




22. La superficie £ de ecuacion z=xy admite la recta normal ro en el punto
A=(1,2,20), dicha recta interseca a Z en otro punto B. Calcule la longitud del
segmento cuyos puntos extremos son Ay B.

A continuacidn muestro un croquis de lo que plantea el enunciado:

Hallo el valor de zo, tomando en cuenta la superficie y el punto dados y asi
obtengo el punto A:

A=(1,2,20) 2 x=1,y=2 2 z=1x2=2 > |A=(1,2,2)

Para saber cudl es el punto B hallo la recta normal a 2 y la especializo en Ay
asi obtengo el vector director de ro . Con ese vector y con el punto de paso,
armo la recta y luego hallo la interseccion con la superficie dada.

Parametrizo la superficie X:

2 Pixy) = (x,y,xy)

¢'x=(10,y)

_, Ny =(y,x,—1) » N =(2,1,—-1
@'y = (0,1,X) Py (y ) Y en A ( )

Por lo tanto, una ecuacion paramétrica de ro puede ser:

x y z
r0: By = t(2,1,—-1) + (1,2,2) = (2t+ 1,t42,~t+ 2) , teR



Hallory N X:
z=xy—>—t+2=0Qt+1)(t+2)=2t2+5t+2
—>2t?+6t=0-> t; =0,t, = —3

Con t;=0 se obtiene el punto Ay con t,=-3 el punto B

B3 = B = (=5—-15)

Una vez obtenidos los puntos Ay B calculo la distancia entre ellos:

d(4,B) = ||A—B| = J(1 - (—5))2 +(2- (—1))2 +(2-5)2=

=62 + 32+ (-3)? = V54 = 3V6

Por lo tanto, la longitud del segmento que une los puntos Ay B es:

d(4,B) = 36

93’

——



23. Dada SNRXHXY) G (xy)=(0.0
f(X,y)I X2+y2 (’y) (’ )

0 si (x,¥)=(0,0)

Analice si f admite derivada parcial de 1° orden respecto de la variable x
para todo (x,y) € R?

Para analizar si existen derivadas parciales, aplico la regla practica en la
funcién definida para R? — {(0,0)}

af( _cos(2x® + xy) (6x* + y)(x® + y?) — sen(2x> + xy)2x
ox Y= (x2 + y2)2

Ahora analizo la derivada parcial en el punto (0,0). En este caso lo haré por
definicion:

o (0,0 = i L (OO + (1, 0)) —£00) . f(h0) _
dx 0 k50 h T h0 h
sen(2h® + h.0) 21
_ hZ + 02 _ i 1 sen(2h3)_l_ 2 )
=20 h S R R -

Resumiendo:

si(x,y) # (0,0)

(x? J; y?)? si(x,y) # (0,0)

of cos(2x3 + xy) (6x2 + y)(x? + y?) — sen(2x3 + xy)2x
a(x' J’) =

Por lo tanto:

f admite derivada parcial respecto de la variable x para todo (x,y) € R?




24. Dada f:R? - R/ f(x,y) = 2x?y — y? determine y grafique el conjunto
H del plano xy en cuyos puntos la funcién h=f x f ‘y resulta con valores

positivos y analice si H es conexo.

Hallo la funcion h:

flx,y) = 2x%y — y? —>{

f 'x(x,y) = 4xy
f IY(x,y) = 2x% — 2y

= hixyy = f'%.f 'y = 4xy(2x* = 2y) = 8xy(x® — ¥) = h(yy)

Ahora, para definir H, busco los puntos (x,y) tales que hix,)>0. Eso se da

cuando (xy) y (x*-y) tienen el mismo signo.

e xy>0 - 1°y 3° cuadrante
x2-y>0 > x>y

e xy<0 - 2°y4° cuadrante
x2-y<0 =2 x’<y

i

v B! I

D | I

% 1 7
Y 1 4 ,A
\\ | ,/ x

H = {(x,y) € R?

:(x>0Ay>0Ay<x®)V(x<O0Ay<O0)V

VIXOAYSUOAY S X))
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Tal como se puede observar en el grafico, no existe camino posible entre A
y B, por lo que H NO es conexo



Capitulo IlI:

FUNCION IMPLICITA

FUNCION COMPUESTA

POLINOMIO DE TAYLOR






FUNCION IMPLICITA

Estamos frente a una funcién implicita cuando una variable dependiente no
se muestra de forma explicita sino expresada a través de otra/s. No toma
cualquier valor, sino que depende de alguna otra variable.

Asi como hemos visto en el CBC (para quienes lo cursaron) en funciones de

una variable, se definea Yy = f(X). Esta es una forma de definir a y en

forma implicita. Para esto, se debe cumplir que F(X, y) =0y f '(X) #0.

El teorema de la funcion implicita

Para utilizar este teorema, decimos que Z=f(X, y)esté definida

implicitamente en un entorno del punto (XO, yo,ZO) por una ecuacion, que

es superficie de nivel de una F(X, Y, Z), si se cumple que:
o F(X,Y52,)=0

¢ Z_I):( (X’ Y, Z)’ % (X, Y, Z), Z—I: (X, Y, Z) son funciones continuas (o

sea, que F e C)

oF

F o Yozs) 20

Una vez que demostramos eso, por este Teorema, tenemos que:

oF oF
of &(xo,yo,zo) of éy(xo,yolo)
&(Xo’yo):_alz— y E(XO’yO):_aF—
E(XO’yO’ZO) g(xo'szo)
{ 9}



Para funciones de una variable, como seria ¥ = f (X), se tiene que cumplir

que:
° F(Xm yo) =0
o aa—F(x, y),%:(x, y) son funciones continuas (o sea, que F € C*)
X
oF
* E (Xm yo) #0
?7&#0
Entonces tenemos que: f '(X0)= _(?I):(—
6y(X°’ Yo)

Sistema de funciones implicitas

También tenemos el caso de dos variables dependientes y dos
independientes, tenemos un sistema de ecuaciones. Seria el caso de uy v
definidas como funciones de x e y (por ejemplo), en un entorno del punto

(XO’ yO’UO’VO)

Si tenemos el sistema dado por dos ecuaciones, creamos dos funciones
cuyas superficies dadas sean superficies de nivel de esas funciones.

Las hipdtesis son similares:

. {F(meo’uo’vo)zo
G(Xo’ yo’UOvVo):O

e FyGeC!

oF oF

(Xo’ymuo’vo%: gé 882/; #0

U ov

.‘dam
a(u,v)



Para resolver el sistema hay, al menos, dos métodos.
Uno:

Necesito derivar F y G con respecto a las CUATRO variables (no las tomo
como funciones, sino como una variable independiente)

a(F,G) v
6(X,V) ( O’yO’uO’ 0*

a(F,G)

ou
OX (

XosYo)= - ‘
‘ (XO'Ywuo’Vo*

‘ F G)(Xo'yo’uo’vo*
N )= - |2
oy 70 ‘6F

_X(XOv yo): -




Dos:

Reescribo las funciones F y G:

F(X, y,U(ny),V(ny)): ..... = O
G(X, y’u(x,y)’v(x,y)): ..... = 0

Derivo miembro a miembro esas funciones. En este caso, se derivan
solamente DOS variables (las independientes). Para eso, cuando derivo en
X, tomo en cuenta que u es una funcién dependiente de x e y.

oF ., ou ov
—=X'+—+

= =0
OX OX OX
oF , ou ov
—=y'+—+—=0
oy oy oy
oG , Ou ov
—=X'+—+—=0
OX OX OX
oG , ou ov
—=y'+—+—=0
oy oy oy

. ou
Luego, hay que armar un sistema con los datos que nos quedan de 8_'
X
ov ou

ov . .
— — y — vy despejar esas derivadas.
oX oy oy



EJERCICIOS







25.5ea f:R* > R,Cl(Rz), con %(1,3):&0 y f(1,3)=5ysea y= y(x)

la funcién definida implicitamente por la ecuacién f(X,y)=5en un
entorno del punto (1,3). Hallar y‘y sabiendo que el vector (2,1) es
tangente en (1,3) a la curva de ecuacién f(X,y) =5.

Comienzo “traduciendo” algunos datos que dan en el enunciado.

i. “la curva de ecuacion f(x,y)=5 “:esla y
curva de nivel 5de f . A tg

i. “f(13)=5":elpunto (1,3) pertenece a la 31
curva de nivel 5de f . %+

iii. “el vector (2,1) es tangente en (1,3) a la &
curva de ecuacion”: dan la direccion de la | X
recta tangente a la curva de nivel 5de f, 1 —>
gue, se sabe, es perpendicular al Vf(m) esquema de

curva de nivel

Como Vi, L(21) = Vf,(21)=0

of .\ of of of of of

(& 13) 5(1,3)}(2,1) ~0-22 09+ L0905 L4922 19
Por el Teorema de la Funcién Implicita:

of of

—(13) —(13)

AN _ 0 1

y'()=- aé(lg)—— —Z)éF(l?,)_E_ y'(1)

ay el aX el

y '(1)=%




26. En un entorno del punto (0,0,1) la ecuacion
x*+y*+2% —4xyz—ax+by=1 define una funcion z=g(x,y) de

clase € ! . Hallar aybeR de manera tal que %(0,0)zly

g 4 3 _ 4 3
00)=2paraV=|—,—|yW=|—,— |.

aw( )=2p [5 5} Y [5 5)

sea Fuyn=X'+y'+z2 —dxyz-ax+by-1 > la ecuacion del

enunciado es la superficie de nivel 0 de F .
Como ¢ eC'(por enunciado) tengo que %(0,0):Vg(0,0).\7 y
o9 _
0,0)=Vvg(0,0)w
% 00)=vg(00)
Hallo Vg(0,0). Como Z=g(X,Y)estd definida implicitamente por F,

entonces, por el Teorema de la Funcion Implicita puedo calcular las
derivadas de g:

oF
5 aF(001) —(001)
g a9
Biog)-m 2y By N
" (0,01) % " (0,01)
0z 0z
%(x,y 7)=4x’-4yz-a —>aa (0,01)=-
oF oF
—(x,y,2)=4y*-4xz+b ——(0,01)=b
aX(xyz) y® —4xz+ —>8X( )
oF oF

T (xy.2)=42°-4 T (0,01)=4
6X(Xy2) 2° — 4xy _>8x( )=




69(00) al):((OOl) aa
* ?;(001) 4 4 N
—>Vg(o,o):(_,_j y
og 2';(001) o 2
5(0,0):_(%(001) 4 4
oz

ZV—% (0,0)=Vg(0,0)v = (_ | _bj (4 3Jenunfadol

4 4 5’5
20 20

%(0,0) vg(0,0)w (a bj(ﬂ _§jenunfad°2

4’ 4 5 5

20

20

{(I)4a_3b:20 s 4a=30+20

3b+20=-3b+40— 6b =20
(M43 +30=40 —> 4a=-30+40

b=% >4a=3+20 - 4a= 3(260%20:30_)&:370




27.Sea z=g(X,Y)la funcién definida implicitamente por la ecuacién

X+ 2x%e*Y 47 =4 en un entorno del punto (1,2,-2). Calcular la
derivada direccional de { en (1,2) en la direccion de la recta 4x+3y =10,
con coordenada x negativa.

Sean P=(1,2,-2), Fyy = X+ 2x°" 7 +7° -4

Como z esta definida implicitamente por g(X,Y), en un entorno de P,

entonces se cumplen las hipdtesis del T.F.I., por lo tanto:

ge cl> g es diferenciable, por lo que puedo usar la regla de la cadena,

ademas:

%(1,2) =vg(L,2)v

Hallo |a direccion de la recta del enunciado:

4x+3y=10— y=10;4x 70 :(t,logﬂrt)

La direccién estd dada por la derivada de la parametrizacion:
- 4

11—
Vo= ( 3j

Piden que la componente x sea negativa:



Por T.F.l.:

oF oF
12,-2 12,-2
5_9(12):_L y 5_9(12):_M
ox oF oy oF
~ (12,2 5(1,2,—2)
Z—F(xyz)_z+4xe2”+2x e —>ZF(12 ~2)=6 ag( )
—(12)=2
8—(x, y,z)=—-2x%e>" —>8—F(1,2,—2 =2 ) X »
2 g e,
3
—I(X,y,2)=x+2 —(1,2,-2)=-3
a(xyz) X + 22 —>8X( )

Hallo la derivada direccional de g en (1,2) en la direccion de v:

ave-vota=(a-g)( -3 )] ) -7




28.Sea f(X,y)=2zla funcién definida implicitamente por la ecuacién

Xy —z° +3xyz =10 en un entorno del punto (XO, Yo.Z, ) = (1,2,2)

. - 7t-3 t?+3
Probar que la curva parametrizada por V)= 7t -6, T > con

—3<t <3es perpendicular a la superficie grafica de en el punto (1,2,2).

Sean P=(1,2,2), Fy ) =Xy -2 2 +3xyz-10

La ecuacién de la superficie del enunciado es el conjunto de nivel O de F.
Para probar la ortogonalidad de la curva en la superficie dada, basta con
probar que la tangente a CZ}/(t)en P es paralela a la normal al plano

tangente a la grafica de la funcién en P.

Como z esta definida implicitamente por f(X,Yy), en un entorno de P,

entonces se cumplen las hipdtesis del T.F.l., por lo tanto:

F
F 122) T 122)
of 12 OX of
aX( ) aF— Y 5(1’2)2_ OF
P (12,2) —22)
oz oz
ﬁ X,Y,2)=y+3yz —)ﬁ 12,2)=14
of
66; Sé —(12)=-7
of 7
5 Faa | 590
P~ (x,y,2)=-22+3xy — > (1,2,2)=2




Vf(lz):( 7—9

La Normal al plano tangente es:
of of 7
—(12),—@2)-1|= (— 7,—-—,- 1)
OX oy 2

La direccion de la recta tangente estd dada por la derivada de la
parametrizacion:

PeC..P=yy =022)=

2

7\
o
N

7t, -3 t02+3j_)t .
1 ’ 0~

Analizo si ¥ ‘w/IN >y ‘m=kN ke®R

(120) 7 Lt) et
2 2

Encontré un valor k, asi que puedo asegurar que

IC L sup. gréfico de f en (1,2,2)




29. Sea U(X,Y), V(X,y) las funciones definidas implicitamente por el
sistema de ecuaciones

{x—f(u):o

14— y? +v=uf(u)

en un entorno del punto (XO, yo,uo,vo):(2,3,2,—1), donde f:R—>R

es una funcién C? que satisface f(Z):Z, f '(2)=l. Hallar un vector
normal a la curva de ecuacién U(X, y)+2v(X,y) =0 en el punto (2,3)

_ 2
Sean  Fi,un=X-TU) v Gpyuy=14-y +v-uf(u)
Las ecuaciones del enunciado son los conjuntos de nivel 0 de F y G, que
definen implicitamente a u y v como funciones de x e y, en un entorno del

punto (Xy, Yg,Uo,V, ) =(2,3,2,-1).

Lo voy a resolver con el método “uno” explicado anteriormente.

oF _, oF _, oF _ oF

% =T —~ =0
OX oy ou ov
@:0 §=—2y ﬁz—f(u)—u.f'(u) @:l
oX oy ou ov

Ahora evalio en el punto (Xo, yo,uo,vo): (2,3,2,—1):

enunciado enunciado
aa—G=—6 ﬁ:— f'(Z) :—1 —_— == f(Z) —2.fl(2) :—2—2:_4
Y ou ou —
enunciado
F o, F_ R F
OX oy ou ov
aG_O 6G__6 aG=_4 anl

x &y e o



o(F.G) o ov| |t O
2,3,2,-1) = = =
Tenesr =% -y ]
oX oV
oF oF
a(F,G) ley ov| |0 O
‘ 2(v.9) (2’3'2"4 g che] “—6 1| ™"
oy
.0 oF oF
o(F,G ou oxl |11
2,3,2,-1) = - —4
Toatese - &5
ou  oX
oF oF
a(F,G) lou oy |F1 0
‘a<u,y> (2’3’2"1*@ @“—4 o "
ou oy
F.0) oF oF
o(F,G U ovl |F1 0
23,2,-1) = = =-1
Soese -2 & |
ou ov
Ahora calculo las derivadas Z—u, ? Z—u y %:
X OX oYy
‘ a(':’G)(z,a,z,—l){
a_u(23):_ a(x,v) I
X ‘a(F,G)(Z’&Z,_l)( -1
a(u,v)




5(F’G)(2,3,2, 1

%“(2,3): ) 6:(%:%)(2,3,2, 1:1 I
6(F,G)( a0

=
a(F, G)( 3

o

Ahora analizo la curva dada en el enunciado.

Sean H(X,y)=u(X,y)+2v(X,Y), Cla curva del enunciado y Nc un vector
normal a Cen (2,3).
Ceslacurvadenivel0deH > VH

/INc > VH, , =kN. keR

(x,y) (x,y) #0

Hallo VH(X’y) y lo especializo en (2,3)

ou ,ovou ,ov
Moy < 500 G 05025 2

VH ;. = ( (2,3), ay(23)) (1+2.4,0+2.6)=(912)



Como no es necesario conocer la proporcion entre VH , y.N. entonces

tomo un k arbitrario.

Tomo k=3
VH,, =3.N. — (9,12)=3.NC en el punto (2,3) > N =(3,4)
Por lo tanto,

un vector normal a C en el punto (2,3) puede ser (3,4)




u=x>+y?

2

30. Las ecuaciones
{v = x> -2y

Definen implicitamente dos funciones X = X(u,v), y=Yy(uU,v)en un
entorno del punto (uo,vo, Xos yo): (2,—1,1,—1).Ha||ar una ecuacion para
el plano tangente a la superficie grafico de X(u,v) en el punto
(2,-1,x(2,-1)).

2 2 2 2
=X"+y° —u , G(X'y,u,v)zx —2y°-v
x(2,-1)

S:u=x%+y? , Tiv=x*-2y> y P=(2-1 1 -1

Sean F(

X,y,u,v)

Sy T son los conjuntos de nivel 0 de F y G, respectivamente, que definen
implicitamente a x e y como funciones de x e y, en un entorno del punto P.

Lo voy a resolver con el método “uno” explicado anteriormente.

F_ F_o a—F=2x| =2 a—F=2y| =2
au ov ox P oy P
G _g C_4 @=2x| =2 @=—4y| =4
ou ov ox P oy P
a(F,G) W FL 2 -2
2,-11-1) = = =12
‘6(X,y)( )1 ‘G'x G, 2 4
a(F,G) F, Fyl [-1 -2
2,-11-1) = = =4
O(U,y)( G, G, |0 4
8(F,G) I:Iv I:Iy 0 -2
2,-11-1) = = =2
a(v,y) ( G, G| |-1 4




X X
Ahora calculo las derivadas 8_ % a—:
ou  ov

Q=(2-1x22-1))=(2-11) — QN =(2,—1,1)(§,%,_1j=_l

Con estos datos puedo armar la ecuacion del plano tangente:

OX OX
=X(2,-1)+ —(2-1fx-2)+—(2,-1 1
1 1 X 2 y 1
1+ =(x=2)+ = (y+1 IR A
z +3(x )+6(y+) — z 1+3 3t te

W:2x+y-6z=-3




' _ Xy+e"?+z-4=0
31. El sistema de ecuaciones , se cumple en
XzZ+e"*“+2y-5=0

(XO’ yO’ZO’UO):(lvli 211)

Verifique que dicho sistema define implicitamente Z=f(X,Y)y
U=g(X,y) en un entorno de (1,1) y halle una ecuacién para el plano
tangente a la superficie 2 de ecuacién Z= f(X,y)en (1,1, f (1,1))

En este ejercicio estamos ante el caso en que dos variables son
independientes (x e y) y otras dos dependientes (z y u). Puede parecer
trivial, pero aclaro que para saber cuales son las independientes, observo
que en el enunciado indica expresamente que Z=f(X,¥) vy que

u=g(X,Y), o sea que tanto z como u estan en funcién de los valores de x
e y. Por eso las dependientes son zy u y las independientes son x e y.

Ahora voy a darles un nombre a las dos ecuaciones del enunciado y voy a
crear dos funciones tales que dichas ecuaciones sean sus respectivos
conjuntos de nivel:

Sean: S:xy+e"?+z-4=0
T:xz+e"?+2y-5=0
F(X,y,z,u)=xy+e”“*+z-4
G(x,y,z,u)=xz+e"?+2y-5

Sy T son los conjuntos de nivel 0 de F y G, respectivamente

Verifico si cumple con las hipdtesis del Teorema de la Funcidon Implicita
(T.F.L):

F(L121)=1*1+e"2%+2-4=0
G(L12,1) =1*2+6"22+2*1-5=0



1 . .
e FyGeC’, pues son sumas algebraicas de funciones

elementales (polinomios y exponenciales)

oF OF

a5 aul 12 2
d(z,u) oG G| 2 0

0z ou

Se cumplen las tres hipdtesis asi que puedo afirmar que el sistema del
enunciado define implicitamente a z=f(X,¥y)y u=9g(X,¥)en un

entorno del (1,1,2,1) por lo que ambas son diferenciables en el punto (1,1).

Siguiendo con el ejercicio, ahora voy a hallar la ecuacién del plano tangente
azl:

d d
2= FAD+ L ADE -1+ %(m)('y _1)

Donde: f(,1)=2

i(1,1) y %(1,1) las hallo por T.F.I.

oy
oF oF F  wo F s
—=y —= —=ue —=ze
OX oy 0z ou
©C_, G _jeryg @=x+yeyz‘2 ©C g
OX oy 0z ou

Ahora evalto en el punto (XO, yo,uo,vo) = (1,1, 2,1):

F_ Kk, F_ R,
OX oy oz ou
G_, G_, L&_, G_,
OX oy oz ou

)




oF oF
a(F’G)(l,l,z,l): ox oul L2,
o(x,u) oG 0G| |2 0
oXx au
oF oF
1 2
6(F,G)(111’2,1)= oy ||t
o(v) o a6| 4 o
oy au
Entonces, por T.F.l.
oF.C)112)
ﬂ(ll):— d(xu) _ A
ox 8(F,G)(1121) —4
o(zu) VT
oF.C) 11,21
M 11)=- o(y,u) __B_
oy a(F,G)(1121) 4
o(zu) VT

Volviendo a la ecuacion del plano tangente, queda:
z=2—-(x—-1)-2y—-1)=—x—-2y+5

Por lo tanto, una ecuacién del plano tangente a la superficie Z en (1,1,2) es:

x+2y+z=5




2x2+4y2472-7
32. Siendo f:R*—>R / f(x,y, z)=e( o )), analice si la recta

normal al conjunto de nivel 1 de f en (1,2,1) interseca en algin punto al
plano de ecuacién x=3z.

El punto (1,2,1) pertenece al conjunto de nivel 1 de f pues f(1,2,1)-1.
Hallo C; (conjunto de nivel 1):
C,={(x,y,2) e R3: f(x,y,2z) =1}

(2 x2+y2+2277)

f(x,y,2)=1=e =’ 52X +y*+2°-7=0

Sea F(X,Y,2)=2x*+Yy* +2* -7
o F(1,2,1)=0

e FeC(R®) por ser un polinomio
. ﬁ(x,y,z):22 eﬁ(l,Z,l):Z;tO
oz 0z

Se cumplen las hipotesis del T.F.I. por lo que puedo decir que el conjunto de
nivel 1 de f (que es el conjunto de nivel 0 de F) define a z=g(x,y). Es
importante recordar que el gradiente de una funciéon en un punto A es
ortogonal al conjunto de nivel de F en A, por lo tanto, VF(l,Z,l) 1Chper

O sea que la recta normal a Coqe ¢ esta dada en la direccién de VF(lZl) .

VFE = (4x,2y,22) — VFy,, = (4, 4,2)

(x.y.2) ™

Una ecuacion paramétrica de la recta normal esta dada por:

By :t(414,2)+(1,2,1), teR

Sea T el plano dado por x=3z. Hallo S N T :

By :(4t+1,4t+2,2t+1j > x=3z 2> 4t+1=3(2t+1) 2t =-1
X

Y A

Existe un valor de t, por lo que la recta normal al conjunto de nivel 1 de fen
(1,2,1) interseca al plano T.

By =(-3-2,-1)=pNT

|
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FUNCION COMPUESTA

Funcidn compuesta ocurre cuando, teniendo mas de una funcién, debe
procederse primero con una (la de la derecha) para luego “ejecutar” la que
estd a la izquierda. La composicion de funciones es como lo que se vio en
funciones de una variable.

En esta materia, se utiliza mucho tener una funcién compuesta con otra y,
por algin motivo, necesitamos derivarla para trabajar con el gradiente (o su
matriz jacobiana).

Entonces, es importante recordar que la composicion de funciones
diferenciables, es diferenciable. Y esto es muy util al momento de derivar,
pues, al demostrar que es diferenciable, podemos utilizar la Regla de la
cadena.

Se escribe:
Ny = (f0g).y) 0 Ney) = F(Guy)
Ejemplo:
. 2 2
7/9%—)93 ) ]/(t):(t ,3t)
fiR? % f,,) =x"+5y

h:R®R—>®R, hy = f(7(t))_)h(t) - f(

_ 44
t2,3t) =t" +15t

. . ' 3
La derivada de esta funcién es N 0= 4t° +15
La forma de derivar funciones compuestas puede ser esta, pero para como
suelen dar los datos, no vamos a llegar al resultado explicito de la funciéon
compuesta. Entonces, si es diferenciable, se puede hacer con la Regla de la
cadena:

h I(t) = Df (;(t))D}_’(t), donde Dj_/(t) es la matriz Jacobiana de 7_/(0

|
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(A -\ 2t
Df,)=(2x 5] D7u>:[3j9h'<t>=Df(m)Dm)=(2t2 5{3j=(4t3+15)

La forma coloquial de recordar esta derivacién es:

“la derivada de la de afuera por la de adentro sin derivar por la derivada
de la de adentro”

Para funciones que van de R? — R? tenemos:

Ejemplo:

9:R* >R’ g, =(9 . 9,)=(2xxy)
fiR* =R, f,,=x"+5y

h:R* >R, h, =f(d,,)

Punto: P=(1,1)

Entonces, si necesitamos derivar la funcidn h (es diferenciable), hacemos:

%, 99

- of of OX
Dh ) = Df y(ey Dg(x,y){&(g(x,y)) g(g(x,y))}- 5, (%yz
oy

EnP: gy =(21)

_ - of of 2 0
Dh(1,1) = Df(g(l,l)) Dg(l,l) = Df(2,1) Dg(l,l) :{ (2’1) _(2’1)}{ }

OX oy 2xy X )

=2 5{2 ﬂ:[m 5]{2—2(1,1) %h(l,l)} — Vh,, =(145)

Notese que Dh(l,l) es la matriz jacobiana (forma de matriz) y Vh(l,l) esen

forma de vector (contienen los mismos datos, con distinta forma)



EJERCICIOS







33.5ea z= f(X,y), definida implicitamente en un entorno del punto

(0,1,2) por la ecuacién xe*+y.z—2=0 . Si h(t) = f(x(t), y(t)) con

X(t) = tz Yo = t+1 . Calcular la derivadade hent,=0

Sea g:R —>R? tal que 9 =(t2,1' +1) - h(t) = f(g(t)), ademds,
g € C” pues sus componentes son por ser funciones polinémicas.

90 :(0’1) - h(o) = f(g(o)): f(O,l)

Sean F( =Xx.e* +y.z—2 ySlasuperficie del enunciado.

X, Y,U,V)

S es la superficie de nivel0de F, F e C” . Como z = f(x,y) en un entorno

de (0,1,2) > z= f(O,l) =2

oF oF
Por T.F..: of ~—(0,12) o = (012)
Tog)=- 2"~ Toy=-F
ox oF v oF
= (012) y = (012)
oz oz

Xq) Y Y € C” pues son polinomios > f € C” pues sus componentes
son C”y geC” > heC” pues f es composicién de funciones C*,

por lo que h es diferenciable > h'(t) = Df (g(t)).Dg(t).
') =Df (90))- DYy = Dfi 0y DYy

2t 0
* Dgy=|, |7 DP9e=|,

. Df(ovl)z(%(o,l) %(Ol)J

—(Xx,y,2)=€"+xe" > —(0,1,2)=1

oF .« _OF

OX OX ﬁ(o 1):_1':_1

oF oF ox 1

S (xyz)=1 = (052)=2 af(01) 2, Df,,, =(-1 -2)
oF oF oy 1

— = —(0,1,2)=1

ax(xyz) y ax( )




34. Sea la ecuacién 2(X2 —1)+ y+2e" " =2 que define implicitamente
z=f(X,y) en un entorno del punto (1,1,1). Hallar la recta normal en

(2,1) a la curva de nivel 0 de g(X,y) = f(2x-3,xy —1)

La direccidn de la recta normal a la curva de nivel k en P es proporcional a

Vg(x,y).

Sean h:R? > R?, tal que Nixy) =(2X—3, Xy—l), P :(2,1) y Llarecta

pedida en el enunciado.

h € C” pues sus componentes son polinomios.

feC! (por el Teorema de la funcién implicita)

I(xy) = f(h(x'y))z f(2x—3,xy—1) - g es composicion de funciones

ct yC” >ge C'c por lo tanto, puedo utilizar la regla de la cadena.
> Dy, = Df () )Dh, ;) = Dgppy = Df (1 )Dhgy

o huy=(22-321-1)=@11)—> h,, =[11) > Vi,

2 0 2 0
[} Dh(x,y): y X _>'Dh(2,1): 1 2

Sea Fiy.) = Z(Xz _1)"‘ y+28"" =2, por el TFI:

oF oF
L < 1) Ay (L11)
ox T oF Yoy T TR

5(1,1,1) 5(1,1,1)



—(X,V,2)=4x
aalg( ( y ) gl):( _(1’1)=_2
—(xy.2)=1 S & aa)-1 ) .
%(F aﬁé (11):—5
—(x,y,2)= z-1 z-1 111’1 _9
OX (X yz) €tz a_x( )

Entonces:
1\(2 0 9
DY 5y = Df (Nyy JON, = [_ 2 - 5}(1 Zj B [_ 2 ‘J

Ly =t(9.2)+(21) teRI




35.Sean f:R? >R, feCl(ERz)y h:R? >R una funcién CZ(RZ)
con Vh,, =(-15) . si hy, = (fogXx y) con g, =0y, x-Y)

calcular la direcciéon de la minima derivada direccional de f en el punto
(4,0)

f eCl(SRZ) -> f es diferenciable > %(4,0* :—||Vf (4,0]| y se da

en la direccién de Vf (4,0) pero con sentido contrario.

heC? (por enunciado) = puedo utilizar la regla de la cadena para
derivar:

Ny = (fog)x.y)= f(g,,)) > Dhy,,, = Df @(x,y))D@(X,y))

Dh(z,z) = Df (5(2,2))D(§(2,2))

- y X — 2 2
. Dg(xyy)z(1 _j—).Dh(z,z):(l _j

. Gum =(40) o V(3= Vian = [5“ 40)7 <4,o>j

"oy
Entonces:
(-15)
— — of of 2 2
Dh,,) = Df(410).D(g (2,2)): {& (4,0) o —(4, 0)](1 _J:
of of of of
(220 w0 20 60- Do) (19

Armo un sistema para resolver los valores de las derivadas de f:



of of
2&(4,o)+ 5(4,0)_ -1

2%(4,0)—%(4,0):5

AR A NN

Entonces queda:

of of
&(4,0) =1, 5(4,0): -3 Vi, =0-3)

Ahora hallo el versor que hace que la derivada direccional sea minima.
V=-Vf,q =—{1-3)=(-13) > |v| = y1* +(-3) =10

V:L@w:(—_l ij
V| V1o V10 'V10

La direccidn de la minima derivada direccional es:

=

)

|
S




36. Sea h(x,y) = f (xy, yz) siendo f:R? >R, una funcién de clase C!en

R?. sabiendo que Vf“) (3 1) halle la direcciéon para la que la

derivada direccional de h en (1,2) es maxima y calcule el valor de dicha
derivada.

La derivada direccional mdxima se da en la direccién del gradiente y como f
es C!, entonces h también lo es, por lo que h es diferenciable. Por lo tanto,
la maxima derivada direccional se puede hallar de la siguiente manera:

oh
o

1,2)
~ 2)
Sea §:R2 —R?, talque a(x,y) =(xy, y2) > h(x,y) =f (a(x,y))

- HVha,

MAX

g es diferenciable pues sus componentes son funciones polinémicas por lo
que h es diferenciable por ser composicion de funciones diferenciables,
puedo utilizar la regla de la cadena para derivar:

N = F(9x) = Py = DF (911 )0 ()

D = Df (G42))-D(9 ) 2222 Dl = Df D (9

_ y X _ 2 1
. Dg(x,y): 0 2y — .Dhuo) = 0 4

2 1

Py =(3 l)'(o 4j=(6 7) > Vh,, =(6,7)
7. =(6.7)] =67+ 7% = V85

=85

MAX

2 |

y ‘ah(lz)




POLINOMIO DE TAYLOR

Al igual que con las funciones de una variable, el Teorema de Taylor nos
permite obtener, en un entorno reducido a un punto dado (xo,Yo), otra
funcién que aproxima muy bien a la original. Cuanto mds alto sea el grado
del polinomio, mejor aproximacion resulta ser.

En los ejercicios que se ven en esta materia suelen ser polinomios de hasta
segundo orden (o grado dos). El polinomio de Taylor de orden uno es con la
gue se obtiene el plano tangente en (xo,Yo,f(Xo,Yo0)).

En general, en los exdmenes, el polinomio de Taylor se utiliza para definir
algo aproximado a la funcién, sin darla en forma explicita. Entonces,
mencionando que en ese punto, si el polinomio dado es de orden 2, la
funcién en el punto y sus derivadas son iguales que el polinomio en ese
punto y sus derivadas, hasta las de segundo orden.

Polinomio de Taylor de primer orden, en un entorno del punto (XO, yo):

of of
Pixy) = f(xo' yo)"‘&(xm yo)(x_xo)"‘a(xm yo)(y_ yo)

No es casual la similitud con la ecuacién del plano tangente, ya que es la
mejor aproximacion lineal a la funcion f .

Polinomio de Taylor de segundo orden, en un entorno del punto (XO, yo):

of of
Prcy) = f<X0'yo)+&(Xo' yo)(x‘ Xo)"'@(xo’ yo)(y‘ YO)"'

1] 0°f 0* f o' f
"'E y(XO,yO)(X—XO)Z + 2M<X0'y0)(x_ Xo)(y‘ yo)"'y(xo’ yo)(y‘ YO)2

Para como se plantean los ejercicios en los parciales, lo mas importante que
se tiene que tener en cuenta de todo el potencial y tedrica que encierra
trabajar con polinomios de Taylor es que:

|
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En el punto (XO, yo):

e en polinomios de primer orden:

Poey) = oo

%(Xo’yo)zz_i(xo’yo)
P _a
8y(xo,yo) ay(xo,yo)

e en polinomios de segundo orden:

Poey) = Foomo)

0 of
a_z(xodo):&(xo’%)
0 of
Ep(xmyo)za(xo’)/o)

2 0% f
axg (meo):ax_g(xo' yo)
02 0% f

GXS (XO’yO):é_Xy(XO' yo)

o°p _of
¥ (X0, Yo) v (X0, Yo)



EJERCICIOS







37.Sea f:R?—> R, una funcién C3. Si el polinomio de Taylor de 2°

gradode f enelpunto(2,1)es Piy) = 2X— y? +Zy—2%, hallar el plano

tangente a la superficie definida implicitamente por
2xz -4 f(xyy) —3xyz =0 en el punto (2,1,-6)

Como tenemos el polinomio de Taylor de orden 2, en el punto (2,1)
tenemos que:

0 of 0 of
Pey = o) D —(@21)=—021) y 85(2 1)= oy —(21)

OX OX
también las segundas derivadas, pero no son necesarias en este ejercicio.
E : 4
I g =3, Sn=2 y S@1=-3
' X
sea P=(21-6) y Fiyz) =2x2—4f, ) —3xyz > la ecuacién del

enunciado es la superficie de nivel 0 de F . El gradiente de F es
proporcional a la normal al plano tangente a la superficie en P.
VF(Z,I,—G) I/ N —> VF(2‘1’76) =k.N , con k eR = 0

VFyo) :[22—42—f(x, y)-3yz, —%(x, y)-3xz, 2x—3xyj
VR, 6)=[2(—6) Zf( 1)-3.1(-6), q(2,1)—3.2.(—6),2.2-3.2.1]=

124

Para hallar el plano tangente, no necesito una determinada proporcion, asi
que voy a tomar un valor de k que me convenga para no trabajar con
fracciones.

s 3( . 124
VFes5 =kN—>N = 2( 2, e —2] (-3,62,-3)

N =(-3,62,-3) N.P=(-3,62,-3)(21-6)=74

Entonces, la ecuacidon del plano tangente a la superficie dada, en P es:

Pl.tg : —3x+62y—-3z=74 |

|
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38.Sea f:R* >R, f(x,y) =e™ + Xy2 +©%% , Hallar >0 sabiendo que la

maxima derivada direccional de f en el punto (0,2) vale /37 . Para el

valor de a hallado, calcular aproximadamente f(0.0l, 2) utilizando una
aproximacion lineal.

f es suma algebraica de funciones elementales (polinomios vy

exponenciales) > f eCm(Rz) - f es diferenciable. Entonces puedo

utilizar la regla de la cadena:

por

So2) v <o,21|=J(§f 02 +(Z 02| = v

X

- (%(o,z)}2 +(%(0,2)j2 =37

2

Hallo Vf (0,2) :

af ax

&(0,2):a.e +y2‘(012):a+4

~ — Vi(0,2)=(a+41)

P (0,2)=2xy +e’7?|

(02)°

(i(o,z)j2 +(%(o,2)}2 =37 > (a+4)" +(1)* =37

OX

(a+4f —37-1-36 -[2=2




Una aproximacion lineal se puede obtener hallando el polinomio de Taylor
de orden 1, pues el valor que piden es en un entorno al punto (0,2).

of of
Py = F(0.2)+ &(o,z)x + 5(0,2)(y -2)

foy) =" +xy? +ey‘29 fon =1+1=2, %(o,z):a, (0,2)=1

22

Entonces:

Piy) =2+6X+1(y—2)=6x+y

£(0.01, 2)= p(x, y)=2.06

£(0.01, 2)=2.06]




39.Sea f :R®* >R, unafuncién C' (Rg) tal que su polinomio de Taylor

de 1° orden en (2,1,3) es p,,  =3X+7y+2-2y g:R? > R?,

X,Y,Z
definida por g, , :(xy -y, Xy—-3,xy —1).

Hallar una ecuaciéon para el plano tangente a la superficie grafico de
h= fog en el punto (2,2, h(z’z)) .

6 e C ™ pues sus componentes son polinomios 2> 5 es diferenciable
f eC? por enunciado = f es diferenciable

h= fo§ es composicion de funciones diferenciables > h es diferenciable,
por lo que puedo utilizar la regla de la cadena.

Como el polinomio de Taylor esta definido en un entorno del punto (2,1,3),
entonces:

8 of 8 of
Pass = fons) 6—5(2,1,3)=&(2,1,3) y %(2,1,3):5(2,1,3)
Entonces:
of of of
fo13 =14, &(2,1,3)=3 : 5(2,1,3):7 5(2’1’3):1

La ecuacién del plano tangente a la graficade h en (2,2, h(z,z) ) es:

z=h(2,2)+ Z—:(Z,Z)(x ~2)+ %h(z,z)(y -2)

Ny = 100 > Dhy ) = DF (9 <x,y))D-9(x,y>



Evaluado en el punto (2,2):

Dh(z,z) = Df (6(22))136(22)

* Jpy= (2v113)

. Vi(gn)-Vi(213)- [2“ (213), ‘;fy 213, & (2,1,3)}(3,7,1)

N NN
N N -

y —
= y X _>Dg(2,2):
y

® h(z,z) = f(g (2,2)): 1:(2,1,3). =14
Reemplazando todos estos resultados obtengo:

Dh(z,z) = Df (a(z,z))D-g(z,z) S Dh(z,z) = Df(2,1,3).D-g(2,2)
Dh,,=@B7 1)[2 2|=(22 19)= (Zh(zz) ‘2;(22)]

Entonces:

22 19
f_j% f_j%

Hé?ng—“(zzx _2)+ §y<z,z><y—z>=

=14+22x—-44+19y -38 — z=22x+19y —-68

La ecuacién del plano tangente pedido es:

Pltg : 22x +19y — 2 =68




40. Sea F:R? - R una funcién C® cuyo polinomio de Taylor de segundo
orden en el punto (1,2) es p(X,y)=3x+2y—-11+y?

a) Probar que la ecuacion F(x,y)=0 define implicitamente, en un entorno
del punto (1,2), una funcién y=y(x)

Por el teorema de Taylor tenemos que:

oF ap oF ap
Fu2) = Pug) &(1’2) N &(112) 5(1,2) = 5(1’2)

También se cumple que las derivadas segundas de ambas funciones, en el
(1,2) son iguales pues es de segundo orden, pero no se necesitan para

resolver este ejercicio.

Analizo si se cumplen las hipétesis del TFI:

o Fup=Puy=301)+2(2)-11+(2) =0

%(1,2):?(1,2): 3
. 8I):( X — son funciones continuas > F e C*

op
T 12)=L012)=2+2
ay( ) ay( )=2+2y

oF _6_p =2+ =06+
. 5(1’2)_63/(1’2)_2 2(2)=6=0

Se cumplen las tres hipétesis.

Por lo tanto:

I F(x,y)=0 define implicitamente en un entorno del (1,2) a y=y(x)




b) Probar que la funcion y(x) resulta decreciente en x=1

Lo que hay que analizar es si la pendiente de la grafica de la funcion y=y(x)
en x=1 es negativa.

Para eso, utilizo el TFI (Teorema de la Funcién Implicita):

Por TFI:
o R 5 .
y'(1)=- =—-=-= - y'H<o0

5£(1 2) 6 2

oy
Comoy ‘(1) es negativa, puedo asegurar que:

y(x) es decreciente en x=1 I

)







Capitulo IV:

EXTREMOS de una FUNCION

LIBRES Y CONDICIONADOS







EXTREMOS DE UNA FUNCION

La palabra “extremos” de por si define el tema que vamos a ver ahora. Son
los valores maximos o minimos que alcanza una funcion. En esta materia se
ven, en su amplia mayoria, extremos de funciones diferenciables y los
métodos que se explicaran se presentan tomando eso en cuenta. Como
ejemplo de una funcién que no es diferenciable en un punto, al menos, es
cuya grafica es un cono. En el vértice no existen derivadas parciales, por lo
tanto no son diferenciables en el vértice, pero sabemos que, segln sea la
ecuacién, puede ser un maximo o minimo.

Haciendo una analogia con extremos de funciones de una variable, vamos a
ver como hallar los de mas de una variable.

Al igual que en funciones de una variable, se tienen que hallar los puntos
criticos, que llamaré PC. Se hallan esos PC y luego se analizan si son
extremos o no.

En el CBC (para los que lo

cursaron) se ve que para A y @

gue un punto sea critico es

condicidn necesaria que su

pendiente sea cero, o sea

que su derivada sea 0. En ®

otras palabras, que Ila V

recta tangente sea @ X
paralela al eje x. Luego, — >
con la segunda derivada, /

se analiza si es extremo

local o no lo es.
En esta figura podemos ver que 2 no es extremo, pero 1y 3 si lo son.

Ahora bien, estudiando extremos de funciones de dos variables, como
condicidn necesaria para detectar los PC es que el Plano Tangente sea

f |
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paralelo al plano xy. Esto se logra hallando los puntos (x,y) tales que
Vf(X,y)=(0,0) (para esto es fundamental que la funcién sea

diferenciable).

Una vez que obtuvimos los puntos criticos, por la segunda derivada se
puede decidir si es maximo o minimo, o ninguna de las dos cosas. Como se
necesitan las segundas derivadas, es necesario que la funcién sea, por lo
menos, C2. Esta segunda derivada, en funciones de dos o tres variables, es
una matriz llamada Hessiana y para decidir si es extremo y qué tipo es, se
observa el determinante de esa matriz. A este determinante se lo llama
hessiano.

El estudio de extremos de funciones de dos o tres variables lo podemos
dividir en dos: Libres o condicionados. Los veremos por separado.



EXTREMOS LIBRES

Como las funciones que se suelen dar en esta materia (en FIUBA) son
diferenciables, no voy a tratar cémo hallar los extremos en funciones que
no lo son.

Cuando se habla de Extremos LIBRES es porque no hay restriccién.
Imaginamos a la superficie, grafica de la funcidn de dos variables, y
buscamos los puntos en donde se anula el gradiente. Ahi obtenemos los PC.
Luego, se vuelve a derivar y se halla el hessiano y se decide si es extremo
local o punto silla. El punto silla tiene analogia con los puntos de inflexién
en funciones de una variable. Los puntos sillas son puntos de R® porque se
trata de un punto de la grafica mientras que los extremos son puntos de R?,
pues forman parte del dominio.

Acd podemos observar como se ven los planos tangentes horizontales
(paralelos al plano xy, o sea z=0). Los puntos en donde apoya el plano 1, son
puntos donde se alcanza un maximo local. Los puntos en donde apoya el
plano 3 son minimos locales. Pero aquellos donde el plano 3 apoya, no son
ni maximos ni minimos. Todos esos puntos son denominados “puntos silla”.

Los extremos son denominados “locales” o “relativos” cuando se estudia en
superficies libres (sin restricciones) salvo que se pueda demostrar que
ningun otro punto estd por debajo o por encima de ese punto, si es que se
trata de un minimo o mdaximo local respectivamente. Un ejemplo de esto
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seria la gréfica de z=x*+y? ya que sabemos que es un paraboloide, y su
punto “mas bajo” es el (0,0,0). O sea, el minimo local sera en f(0,0) v,
ademas, serd absoluto pues no hay ningln punto en el que la funcién de un
valor mas abajo que f(0,0).

Hallar los puntos en donde el gradiente se anula, es una cuestiéon de
cuentas. Puede haber uno, dos, infinitos o ninguno. Esto siempre y cuando
estemos trabajando sin restricciones y considerando funciones
diferenciables.

Para determinar si los PC hallados son extremos, evaluamos por el criterio
del hessiano.

Vamos a ver como se compone la matriz hessiana para funciones de R%:

az—z(x, y) ot (x,y)

OX OX
Hiy) = a%f aZBf/ -, = ‘H(X-y)‘
oxy (X, Y) ay_z(x Y)

Criterio del hessiano:

2
. f
1 sl ‘H(xo,yo) >0 A 682 (xo,y0)<0 - f )es maximo relativo
2
2. ‘H(xo,yo)‘>0 N ox2 (xo,y0)>0 - f )es minimo relativo
3. ‘H ‘<0 - (O,yo,fxoy ) es punto silla
4. ‘H (Xo.Yo) =0 — el criterio no decide

Vamos a ver como se compone la matriz hessiana para funciones de R3:



ot f
OXz
0% f
oy (% ¥.2) | > hy 0 =[Hisy )

0% f
ox? OXy
o f o2 f
Hiyo) = oYX (xy.2) W(X y,2)

0% f o2 f

0% f
dzx (xy.2) oy (xy.2) ?(X ¥.2)

o f

(xy.2) —(xy.2) —(xy.2)

Se estudia separando la matriz y calculando los determinantes “menores”:

i i
) —xy2) —(xy.2)
h, :Ff(xvy’z)}’hz = 8;( ai(y Ny =h( )
()~ | 3 (ove) | g2 o'f (o)~ gz

M(X, y,z) W(X y,z)

Criterio del hessiano para funciones de R3:

sea P =(X,,Y,.2,)

1. si (h 1> O) A (h ) > O)/\ (h 3 > 0) —> f(p)alcanza minimo relativo
2. si (h 1> O) A (h » < O)/\ (h 3> 0) —> f(p)alcanza méximo relativo

3. si hg #0ynoesnielcasolniel2 > (Xo, Yo Zp f(Xo,yoJo)) es

punto silla

No es habitual que tomen este tipo de ejercicios, pero es bueno recordarlo
al momento de preparar el examen.




EXTREMOS CONDICIONADOS

Cuando estudiamos extremos condicionados estamos viendo solamente
una parte de la grafica de la funcidn, y qué valores extremos toma la
funcién evaluada en la restriccion dada.

Vamos a suponer la misma grafica que vimos en extremos libres, pero
condicionado con x =1:

Entonces, lo que tenemos que hallar son los extremos de C, ya que el resto
de la superficie no interesa.

Hay casos en los que la restriccidon (condicion) es sélo una curva (como el
caso que grafiqué arriba) o también puede contener una superficie.

Ahora voy a separar el caso de extremos condicionados con restricciones
abiertas y con compactas, analizandolas por separado.



RESTRICCION ABIERTA

El titulo lo resumo asi, pero me estoy refiendo a aquellas restricciones que
son un conjunto abierto. Un claro ejemplo es la curvax = 1.

Otra restriccion abierta podria ser Xy >1. En este caso abra que analizar el
bord e y el interior.

INTERIOR:

Para analizar el interior, se procede como con extremos libres, y se analiza
si los puntos criticos pertenecen o no a la restriccion. Si no pertencen, se
descartan.

BORDE:

Este serfa el caso de analizar los extremos de C (figura de la pagina
anterior).

Para eso, hay que parametrizar el borde, crear una nueva funcidon de una
variable que resulta ser la funciéon dada evaluada en la curva dada. Luego,
se procede como haciamos en el CBC (como se indica al principio de este
capitulo)

RESTRICCION CERRADA

El titulo lo resumo asi, pero me estoy refiendo a aquellas restricciones que
son un conjunto compacto (cerrado y acotado). Un claro ejemplo es la

curva X2 +y? =1.

Cuando un conjunto es acotado, podemos referirnos al Teorema de
Weierstrass, por el cual nos aseguramos que la funcidn va a tener un
maximo y un minimo absolutos (que pueden darse en un punto o en
infinitos)

INTERIOR:

Para analizar el interior, se procede como con extremos libres, y se analiza
si los puntos criticos pertenecen o no a la restriccion. Si no pertencen, se
descartan. En cambio, si pertencen, alcanza con tenerlos en cuenta y se
analiza, luego de estudiar el borde, si es un extremo absoluto o no.
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BORDE:
Este seria el caso de analizar los extremos de la curva frontera de
x*+y®=1.

Para eso, hay que parametrizar el borde, crear una nueva funcidon de una
variable que resulta ser la funciéon dada evaluada en la curva dada.

Después se hallan los valores de t (si ése es el pardmetro en que queda
definida la funcién de una variable) para los que la derivada de la funcién
compuesta es 0 (como se hacia en el CBC). Una vez que tengo los valores de
t (pertenciente al conjunto de los reales) evallo la parametrizacion en ese o
esos valores de t hallados y obtengo nuevos puntos criticos.

Luego, “junto” todos los PC vy, por el teorema de Weierstrass, puedo definir
el mdximo y el minimo evaluando la funcidn de dos variables (la original) en
los puntos criticos.

Sélo queda definir, por comparacién, cual es el menor valor y cual el mayor
y en los puntos que f logra esos extremos.

No hay mucho mas misterio que eso. Ahora vamos a verlo con ejemplos.



EJERCICIOS







41. Hallar algin par de valores a y b de manera que la funcién

froy) = a(x —1)2 + b(y + 2)2 — ¥ alcance un extremo local en el punto (1,1)

Para considerar al punto (1,1) como extremo local, es condicidon necesaria

que Vfy, =(0,0)= (% (12) % (1,1)} .

Hallo el gradiente en (1,1):
ﬂ(x, y)=2a(x-1)=0 —>@(1,1)=2a(1—1):0 VaeR
OX OX
of 2 of 2
5(x, y)=2b(y+2)-3y*=0 —>5(1,1)=2b(1+2)—3.1 =0
of 1
5(1,1):6b—3:0 — b_E

Por el criterio del hessiano, analizo si ese valor de b hallado es extremo
local o si (a,b,f(a,b)) es punto silla.

2
Reemplazo el valor de b en la funcién dada: f(x,y) = a(x—l)z + (y +22) -y°
0 f 0 f
B ax—z(X, y) a_xy(x y) (2a 0
H(x )~ 2 2 -
oxy T oyt

.y _2a 0 _2a 0
=0 1-6) |0 -5
2a

2a 0
Hw=ly |7 hey =[Ha|= 0

Para que el punto (1,1) sea extremo, es necesario que ‘H (1’1)‘ >0.

05‘ =2a(-5)=-10a

Entonces:
—> h(l,l) - ‘H(l,l)‘ - —108. > 0

10a<0 —» a<0

Tomo un valor que cumplaa<0 > a=-1
Un par (a,b) que cumple lo pedido es:

{ 157



42. Sea f un campo escalar CZ(RZ) tal que Vf(lyz) =(0,1) Yy su matriz

e _[20
2" 1

Hallar a€R de modo tal que Oixy) = f(xvy)+ay+(x—1)2 tenga

extremo en (1,2) y clasificarlo.

hessiana en (1,2) es:

Sea h:R* >R tal que Niey) = ay+(x—1)2 — h e C” (polinomio)
Entonces:
Oixy) = f(x,y) + h(x,y) — g € C? pues es suma de funciones C? yC”
g € C* — es diferenciable
VOy) = Vf(x’y) + Vh(x’y)

Para que g tenga extremo en (1,2) tengo que ver que Vg(lyz) = (0,0).
(0,1) x enunciado

f—/;\
Vg(lyz) = Vf(l,Z) + Vh(l,Z) = (O,l)+ (ZX - 2, a)|(l’2) =
=(01)+(0,a)=(0,1+a)=(0,0) » a=-1

+

Analizo si es maximo o minimo por el criterio del hessiano:

por enunciado
f_/\ﬁ

2 0 2 0
Hg(1,2) = Hf(l,Z) + Hh(l,Z) = O 1 + O 0

4 52
— g, = ‘0 1‘ =41=4>0 A 6_)((3 >0 — alcanza minimo relativo

4 0
(o J =gy =[HY )

I a=-1—en (1,2)9 alcanza minimo relativo




43. Sea f(xyy) =ax2+y2—by+ax2y2. Hallar todos los valores de

a,beR,a#0 de manera que en el punto (0,1), f alcance un extremo

local y clasificarlo.

Para considerar al punto (0,1) como extremo local, es condicidon necesaria

ave Vioy = (00)- [% 1), %(O,l)j |

Z—f(x, y)=2ax+2axy’ =0 — ?(0,1): 2a0+2a0.1°=0 > VaeR
X X

of —

5(x, y)=2y-b+2ax’y =0 »%(O,l)zz.l—b+2a.021=0 —>b=2

‘v’aeiR A b=2

Por el criterio del hessiano, analizo si ese valor de b hallado es extremo
local o si (a,b,f(a,b)) es punto silla.

Reemplazo el valor de b en la funcién dada: f(xyy) =ax’ + y2 -2y + ax2y2

H( =

x.y)

ol Y axy Y ~ [2a+ 2ay>  daxy | y

0% f o f | saxy  2+2ax2) ™Y
xy) —=xv)

oxy oy

4a 0
> Hop=| oy =[Hu| =82

Para que el punto (0,1) sea extremo, es necesario que ‘H(O,l)‘ >0.

2
~hey=8a>0—>a>0 vy si a>0—>4a>0—>271;(0,1)>0

entonces f alcanza un minimo local en (0,1)

b=2,aeR , > f alcanza minimo relativo en (0,1) I
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44, Hallar los maximos y minimos absolutos de f(x,y) =X—Xy+3y en el

rectangulo RCRZ,RZ{(X,y)ERZZOSXS].,OSyS].} (interior y

borde), e indicar en qué puntos los alcanzan.

Analizo el interior:

Observo en qué puntos se anula el gradiente.

Vi, = (00)- [@ ) y>j |

OX

of
Z(xy)=1-y=0 —>y=1
aX(Xy) y y

of
—(Xy)=3-x=0 —»>x=3
a( )

—~PC=(31)¢R

No hay puntos criticos en el interior de R.

Analizo el borde:

Sean h iR =R, tal que h; ) = f ;) con 1<i<4

Parametrizo los segmentos por separado



segmento AB: 7, =(t0),te[01] 7,4 =(0,0)=PC,| 7, =(10)=PC,
h,p=t-t0+30->h, =t >h'; (;=1£0VteR

Segmento %:ﬂjz(t) =(1,t),te[0,1] —);_/2(0) :(1,0): PC, ,7_/2(1) :(1,1)2 PC,
h 2 (t):].—t‘|'3t:1+2t—)h 2 (t):1+2t—)hlz (t):2 ?50 VtieR

Segmento DC: }_/3(t) = (t,l) e [0,1] - 7_/3(0) = (0,1)=PC4 , ]_/3(1) = (l,l): PC,

h, (t)zt—t+3—>h 3 (t)=3 ->h', (t)=0 todo el segmento es critico.

PC, =(t1), t<[0]]

segmento AD: 7, =(0t), te[01] -7, =(00)=PC, =7, =(01)=PC,
h4(t):0—0.t+3.t—)h 4(t):3t —>h 4(t)=3¢0‘v’teiﬁ

Como la restriccién R e un conjunto compacto (cerrado y acotado) por el
teorema de Weierstrass aseguro que f alcanza un maximo y un minimo
absolutos. Para eso evaluto la funcion en los puntos criticos y comparo los
valores.

f restringida a R alcanza méaximo absoluto en el segmento DC dado por

7_/3(t) = (U-) ,te [0,1] y toma valor 3.

f restringida a R alcanza minimo absoluto en el punto (0,0) y toma valor 0.

|

{161’



45. Encontrar los puntos donde T(ny)=x—y alcanza los extremos

absolutos en la porcién de parabola y = x°,con 0< X< 2.

y

Sea C la curva del enunciado. A

Parametrizo C:

PC,
y=x*,con 0<x<2

Tomox=t

Vi) = (t,tz), con t [0,2]

Sea h :ER - ER, h(t) :T(;(t)) =t-t

Hallo los puntos criticos:

1. Extremos de la parametrizacion:

7 0) :(010): PC1!?_/(2) :(2'4): PC,

2. Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula:

h' :1—2t=0—>t:E
(t) 2

0 2P

C es un conjunto compacto (cerrado y acotado) por lo que puedo asegurar

gue voy a encontrar un maximo y un minimo absolutos (por el teorema de
Weierstrass). Evalto la funciéon en los puntos criticos y comparo los valores.

Tpe) =T00) =0+ Tpe) =Ty =2 T(Pc3>=T[ |4

11
2'4

f restringida a C alcanza méximo absoluto en [%%j y toma valor % .

f restringida a C alcanza minimo absoluto en (2,4) y toma valor -2.




46. Encontrar los puntos donde la funcién f, | =X+2y alcanza los
extremos absolutos sobre la elipse x? +4y2 =8 vy calcular los valores
extremos de f .

Como la restriccion es un conjunto compacto (cerrado y acotado) entonces

puedo asegurar que voy a hallar un maximo y un minimo absolutos de f
restringida a la elipse dada (Teorema Weierstrass) ¥

A

Parametrizo la elipse: b PC,

2 2
x2+4y2:8—>x—+y—:1 /- 25X
@ b PC,

semiejes:a=+/8=2v2 y b=+2
= (22 cos(t) , v2sen(t)), t [0,27] »{PC, =(2v2,0)

X y
Sea MR- R, hy=fy = 2/2 cos(t)+ 2|v/2sen(t))= 22 (cos(t)+ sen(t))
Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula:

= 24/2(~sen(t)+ cos(t)) = 0 — sen(t) = cos(t) - t :% yt= 57”
#0

Hallo los PC evaluando la parametrizacién en los valores de t hallados:

PC,=y U (2\/_cos£ j \/_sen( D
PC, =7 ( r) = [ZJ_COS( j \/_sen(sﬁ ]:(—2,—1)=Pc3

Evaldo la funcidn en los puntos criticos y comparo los valores.

Il
—_~

21)=PC,

fee) = fpzg) =14 2¥2 1 ey = fon =4 fec) = floy=—4

f restringida a la elipse alcanza maximo absoluto en (2,1) y toma valor 4.

f restringida a la elipse alcanza minimo absoluto en (-2,-1) y toma valor -4.
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47. Calcular el minimo absoluto de f(

1
xy.z) — x? +Z y? +(Z—l)2 sobre la

curva definida por la interseccion de las superficies Z=1/X2 +y2 y
2

1=2-x"-y

minimo.

e indicar los puntos (x,y,z) donde se alcanza dicho

Sea C la curva interseccion dada en el enunciado.

Analizo la forma de C:

Z=X*+ y2 -> cono positivo

7 =2-x%—y? > paraboloide invertido

Hallo la interseccién de las superficies:

_ [y2 2 2 _ 2 2 z=1
EENX Y e =Xy —>22:2—z—>22+z—2=0{ 20 57=1
1=2-x*"-y*52-z71=x"+y’ 7=-2
2,2 ) x*+y?=1
z=1> X“+y° =1 > Redefino C: 1
=

Parametrizo C:
70 = (cos(t). sen(t)1)t € [0,27]

2
Sea NN —%, hy=fp )= cosz('[)+%(t)+(1—l)2 =hy,

Hallo los puntos criticos:

1. Extremos de la parametrizacion:

Y(0) =7 (2n) = (1,0,1)=PC,

2. Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula:




h'e,=—2cos(t)sen(t)+ cos(t)sent) _ _ g cos(t)sen(t)

=0
2 —
#0
sen(t)= 0<t =0
t=r
cos(t)sen(t)=0— =%
_ 2
cos(t)=0 3

Hallo los PC evaluando la parametrizacién en los valores de t hallados:

70 =[d, 0,1)=PC,

}_/(ﬂ_) = —1, 0,1): PC2

7(2) 7 (0,1,1)=PC,

7(2)= (0,-1,1)=pC,

Como la restriccion es un conjunto compacto (cerrado y acotado) entonces
puedo asegurar que voy a hallar un maximo y un minimo absolutos de f
restringida a C (Teorema Weierstrass)

Evaldo la funcidn en los puntos criticos y comparo los valores.

f(F’cl) = f(1,0,1) =1

-

f(PCZ) = f(—l,O,l) =

NI

f(PC3) = f(0,1,1) =

1
fpe) = Toan =7

f restringida a C alcanza minimo absoluto en (0,1,1) y (0,-1,1) I

{ 15 )




y toma valor %

48.5ea f:R>* >R de clase C® en un entorno de (2,-1) y sea
Pxy) =2+kx—xy—x*—y° el polinomio d Taylor de 2° orden de f

alrededor de (2,-1). Hallar k sabiendo que (2,-1) es punto critico de f vy
analizar si se trata de un extremo.

Por el teorema de Taylor, entonces:

fe-ple-)  Sl-)-Le-)  Sley)- §§<z—1>

OX oy
of 2 ap of? op° of? op°
—(2,-1)= 2,-1 2,-1)= 2,-1 -12-1)= 2,-1

Si (2,-1) es punto critico de f , entonces: Vf(2,~1)=(0,0)

x Taylor
af ~
_x(z'_l) = k_y—2x|(2‘71):k—3:0
—->k=3

af xTiXIor
—(2-1) = —x—2y|(2’71) =

Ahora analizo, por el criterio del hessiano, si se trata de un extremo:

af 2 X nglor
2-1) = -2
pva )
x Taylor

afz [}
aXy(z 1) = -1 —>H(21_1)=(_1 _J—)det(H(zy_l))z?:

2 foé‘/Ior
a —(2-1) = -2

2

det(H(Z’_l))> 0 A %(2,—1)< 0 , entonces



en el punto (2,-1) f alcanza un maximo local

EJERCICIOS SURTIDOS

(relacionan distintos temas)







49. Sea f :R* >R una funcién C?de la cual se sabe que el polinomio de
Taylor de 1° orden en el punto (-1,1) es p,,=-2-X+3y y sea
Oixy) = fOH(x,y) donde ﬁ(x,y) =(2x+2y—1,—xy+1+ 2y2) . Hallar b e R
de manera que el punto (0,0, g(o’o)) pertenezca a la superficie S

parametrizada por

B = U+1b(v+1)u% +v2)ue[-30]ve[-4,]
y ademas la superficie S y la superficie grafico de J resulten paralelas en
ese punto.

Como P, ) es el polinomio de Taylor de orden 1 de f en un entorno del

punto (XO, yo), siendo, en este ejercicio (XO, yo): (—1,1), entonces:

0 of 0 of
pras=Tas + 2= 1), Pea)-Z -1y

OX OX oy

Sea P = (0,0, g(o,o)) - Hallo Y0.0):

xTaylor
-

G0 = T 0N60) = Fhoo)= Ty = 2> P=(0,0,2)
Paraque PeS > P:;ﬁ(uo,vo) —>(0,0,2) ( +1, b( ) U0 +V, )

Up+1=0 —>u,=-1
b(v, +1)=0
U v, =2 — (F1 4V =25 v =1y =1

Entonces: P=¢, ;) —(00,2)= (u0 +1,b(v, +1),u,” +v02)

Para analizar si S es paralela a la grafica de g en P, observo si sus normales
son proporcionales (paralelas).

La normal al plano tangente a la superficie grafico de la funcion gen P es

|

{169’



N = [89 (0,0), %(0,0),—lj (se obtiene de la ecuacién del plano tangente)

T 0 . . 2 .
h € C pues sus componentes son pollnomlos. f S C por enunciado.

g(x,y):fOH(X,y)GC2 pues es composicién de funciones C’y C*->>

ge C*> g es diferenciable asi que puedo utilizar la regla de la cadena—>

DY, = Df (n(cy) Phisy

En el punto (0,0):
Dg (0,0) = Df (5(0,0) )DH(OYO)

o hpo =(-12)
e Df(heo)=Df (-1 )pOIEyloer( 11)=(-1 3),,=(-13)
—>Df(-1 1)=(-1 3)

[ ) X, s
( y) _y _X+4y (00) 0 O

Reemplazando todos estos resultados obtengo:

— _ 2 2
Dg o) = Df (h (0.0) )Dh(o,o) =(-1 3).[0 0] =(-2 -2)=Dg ©0)

Entonces, la normal al plano tangente es: N = (—2,—2,—1)

Hallo la normal a S en P:




$'u=(1,0,2u) > g'u., , =(1,0,-2)
; -

- N. =(2b,2,b
'v_(O,b,Zv)—>¢'v(11)—(O,b,—2> o= )

Ahora falta analizar si N es proporcional a N > observo si 3k € R, tal

que Ng =kN
(2b,2,b)=k(~-2,-2,-1)

2b =-2k
2=-2k ->k=-1
b=-k —Z5b=1




50. Sea f :R?> = R, C? con un maximo relativo en el punto (-1,1) de valor
6. Hallar el valor de la maxima derivada direccional de

g(x,y) = f 2(_ X+Y, X’ _Sy)‘l' X3y en el punto (2,1).

_ - — -1 1
Sean h:M? —» N2, tal que h(x,y>=(—x+y,x2—3y) —)Dh(x,y):(zx 3]

k: SRZ — R, tal que k(X,y) = X3y > g(X,y) =f Z(H(x,y))+ k(x,y)
Como g es suma algebraica de una funcién f eCZy otra ke C”

(polinomio) entonces @ € c’> g es diferenciable, por lo que puedo usar
la regla de la cadena:

0
paca)

DY,y ) =2 F (Nuy) JOF (A JDRGey) + DK,

~=[va(xy)]

MAX

En el punto (2,1):

Dy, = 2. (ﬁ(z,l))Df (h (21) )Dﬁ(z,l) + DKy

o hey=(-11)

o f(ﬁ(z,l)): f(—l,l): 6, pues en el enunciado dice que en el punto
(-1,1) la funcién toma valor 6.

o Vi (ﬁ(z,l)): \Y%i (— 1,1): (0,0), pues en el enunciado dice que la
funcién alcanza un maximo relativo en (-1,1) y resulta ser condicion
necesaria que el gradiente se anule en ese punto.

_ -1 1 _ -1 1
e Dhyy = 2y _3 — Dhy = 4 _3

° Vk(x,y) = (3)(2 y, X3) —> Vk(Z,l) = (12,8)



o Dgpy =21 (ﬁ(z,l))Df (h (21) )Dﬁ(z,l) + DK,y

Reemplazando todos estos resultados obtengo:

Dy, = 2.f (H(Z,l))Df (ﬁ(z,l) )DH(Z,l) + DKy =

=2. f(—1,1)-Df(—1,1)Dh(2'1) + Dk(2,1) =

=260 O){_41

0

1
3j+(12 8)=(12 8)=Dg|,,,

Ademas:

[va(2.1)| =[(22,8)| = V12% + 8 = 4413

Entonces, la derivada direccional maxima es:

%(2,1)1 = |vg(21) = 4v13
&Y
=(21) =413
ov ( ) MAX
)




51. Sean f :R? >R un campo escalar C°. Si P=(1,-1,1) es un punto de la
superficie S grafico de y la curva definida por

{—x+y+22:0

-X+2=0
es ortogonal a S e P. Se pide:

a) Hallar Vf,

Sea C la curva del enunciado. Parametrizo C:

—X+y+22=0—5 - X+y+2x=0—>y=-X
-x+2=0 > X=12

Tomox=t: 7 =(L-tt) teR, P=y, =([-11) >t =1

C es una recta dada por 70)- Como esta recta es ortogonal a S en P

entonces la normal al plano tangente a S en P es proporcional a la direccién

de C, que se obtiene por la derivada de 7 )

7_/'(t) = (1’—111)

La ecuacién del plano tangente en (1,—1, f(l,—l)) esta dada por:

= f(1, 1)+‘2—f(1 ~1)(x - 1)+%(1 ~1)y +1)

La normal a ese planoes: N = (— (1,—1),

Entonces, tengo que:

=k.N > (1,—1,1):1{2f €, 1)%(1 1),—1j



of
1=k —(1-1)
S [
1=k L @-1) I
oy T (1-1)-1
1=k(-1)>k=-1 o

Por lo tanto:

Vi = 3005 0y] -1

Vf(l,—l) = (— 1,1)

b) Aproximar el valor f (1.01, —1.02) usando una aproximacion lineal.

El plano tangente a f en (X0 , yo) es una buena aproximacion lineal

para (X,,Y,) en un entorno de . El punto (1.01,-1.02) ests en un

entorno del (1, ~1), por lo tanto:

—H— of - of 1
T+ L 1) x-1)+Z (L-1)y +1
z=f( )+6x( Xx )+ay( Ny +1)

Z=1-x+1+y+l1—>z=-X+y+3

1.01 -1.02
- =

Z=—Xx+ Yy +3=0.97

£(1.01,-1.02)=0.97]




52. Sea fxy =2X° +ay +29 y Quna funcion C' que satisface
V00 —(3,—1) . Hallar todos Ios valores de a de manera que la curva de
nivel de f que contiene a (2,1) resulte perpendicular a la recta

4x -3y =5 enese
Sean C la curva de nivel 0 de f, que pasa por el punto (2,1), L la recta
tangentea Cen(2,1)y T la recta del enunciado.

Vi, LLen(21)> Vf,,) LCen(2,1) >V, /IT

Entonces hallo los valores de a para los cuales T resulte proporcional a
Vf(zyl).

yA
Hallo la direccién de T y la parametrizo: N Vf(Z,l)
4X—3y=59y=4X3_5 ==
L X
T: }_/() (t Hj,tem
3 C
También la puedo escribir como: T Croquis

T :Z’(t) = t(3,4)+(0,—gj, t e R, donde (3,4) es un vector director de T .

Tengo que hallar los valores de a tales que Vf,,) = k(34), keR

Hallo Vf(21) .

of
Vi - ( (21),

Recordando que, por enunciado: V{, ) —g —g ) = (3,—1)
OX 8Y
of
(

og ag
—(21)=4x+2.—=(x, =8+2. =14
OX )=4x+ OX (x d(m ’ ax( Y



-1
of

a9 a9
—(21)=2ay+2.2(x, y){ =2a+2->(21)=2a-2
8y ay (2'1) 8y
Entonces tengo que:
of of
Vi - (& (21), 5(2,1)] _(14,22-2)
Vi, =k(34), > (14,2a-2)=k(34)

14
14= 3k 4w
{ k=3 —k—3—>2a—2=4.%—>2a—2=5—;

2a—2 =4k
2a—2=5—;—>a—1=§—>a=1+§:3_1 —>a:%1

El valor de a pedido es:




53. Sea p(xyy) =2-3+X"+ y2 +2XY el polinomio de Taylor de segundo
orden de una funcién f,C' en el punto (1,2) y sea Oiy) = f OH(x,y) con

H(x,y) =(2x2—xy,2xy). Hallar la derivada direccional de J en el punto

(1,1) en la direccion tangente a la curva x? —y2 =5 en el punto (3,2) y
sentido con componente x positiva.

Como p, ) es el polinomio de Taylor de orden 2 de f en un entorno del

punto (XO, yo), siendo, en este ejercicio (Xo, yo): (1,2), entonces:

0 of 0 of
o= T+ 202)-202) . P2)-Z 02

Esta igualdad se hace extensiva a las segundas derivadas, pero para este
ejercicio no se necesitan.

= . . 1 .
heC” pues sus componentes son polinomios. f, C* por enunciado. Por
lo tanto:

Qi) = f OH(X'V) eC' pues es composicién de funciones Cly C*-
g eC' — g es diferenciable asi que puedo utilizar la regla de la cadena—>
o9 _
—(11)=Vg(L1)v
% )= vg(1)
DY ) = D (e JDey

En el punto (1,1):
Dg L) = Df (H L1 )Dﬁ(l,l)

¢ hay=(12)
pol.l’eylor
o Vf (H(l,l)): \%i (1,2) = Vp(1,2) = (_ 3+2X+ 2y ! 2y + 2X)|(1,2)
— Vi(1,2)=(3,6)



Reemplazando todos estos resultados obtengo:

Dg 1) = Df (h(1,1) )DH(M) = Df(l,z)Dh(lvl) =

2 -1
=(3 6)(2 2j:(zl 9)=Dg(n)

Ahora hallo v:

Sea ji,,) =X’ —y® =5 > lacurva de nivel 0 es la curva del enunciado y
pasa por el punto (3,2) 2> Vj(xyy) 1ltg a Cen (3,2)

Viag =(2x,-2y),, =(6.-4), 4

el vector (4, 6) es perpendicularal (6, —4) 21

Por lo tanto, tomo V = (4 , 6) - |V = 2113

v{i ij{i ij :
2413 " 2413 V13 ' V13 y

Entonces:

%(1,1) = VgL = (21’9)'[Ji_3 ’ Ji_s ] ) \71%

La derivada direccional de g en (1,1) en la direccion del enunciado es:

ag 69
= (11)=—
‘av( ) V13




54. Sea f €C' una funcién escalary 7/ (2\/—008( ),ﬁsen(t)), 0<t<2r
una parametrizaciéon del conjunto de nivel 5 de f. Sabiendo que
il

— 2,l)= 3 determinar la ecuacion del plano tangente al gréfico de f en
(21, f,0)-

Sean C la curva dada por )_/(t) y P= (2,1).

Analizo la forma de C:

{Zx/_cos()\/_sen( )} con 0<t<27.

x = 2+/2 cos(t) L elipse <a =242
y =+/2sen(t) b=v2

El gradiente de f es L ala curva de nivel.

Busco la direcciéon de la recta tangente a Cen P:
P=(21)=y (2\/_ 2 cos(t, ), v/2senl(t, ))—>t0 :%

La direccidén de la recta tangente a C en P esta dada por la derivada de la

parametrizacién: 7/ ( 2\/_sen( ), \/ECOS(t))—> }_/'(ﬂj = (— 2,1)

Busco el gradiente, que es gradiente de Vf(x’y) L (— 2,1) >

3(enunciado)
/_/%

(Z% (21)%(2,1)J(—2,1) 0> — 22—2(21)+%(2,1)=0%%(2,1)=6



Entonces: Vf(,;) = (36)

La ecuacidn del plano tangente en (2,1, f(2,1)) esta dado por:

aF
OX

of

z=1(21)+— (21 (x-2)+ Y (21)y-1)

El punto (2,1) pertenece a la curva de nivel, por lo que f(z,l) =5

3 6
/_H

5
—

7= f(2,1)+%(x_2)+%(z,1)(y_1)

2=5+3Xx-6+6y—6=3x+6y—7 >z=3x+6y—7

La ecuacién del plano tangente al graficode f en (2,1, f(2,1)) es:

| 3x+6y-2=7|




55. Sea C la curva definida por

x> +2%=1
y=x°
z2>0

a) Hallar una parametrizacion regular de C

z
Analizo la forma de C: T

x2 472 =1 ~—2cilindroradiolconejeenelejey ¢

y= %2 - cilindro parabdlico |

V<

z2>0 - puntos “arriba” del plano z=0

X

C esta definida en el cilindro, por lo tanto, cumple su ecuacién y proyecta
una semicircunferencia (pues z = 0) sobre el plano xz.

x = cos(t) )
z = sen(t) 7= (cos(t), cos?(t), sen(t))
y=x*—y=cos(t)

2>0->tel0,7]

Para saber si es una parametrizacion regular, la derivo y analizo si existe
algun valor de t para el cual la derivada se anule. Si no existe ese valor de
t, entonces tnego una parametrizacién regular.

7 = (cos(t),cos?(t), sen(t)) - 7', = ( sen(t), — 2sen(t)cos(t), cosit))
Los valores de t en los que cos(t) se anula, sen(t) no lo hace, por lo tanto,

At [0, 7 ]tal que 7_/'(t) = (0,0,0).

Entonces, una parametrizacion regular de C puede ser:

Yo = (cos(t), cos?(t), sen(t)) , t [0, 7]




b) Escribir la ecuacidon de la recta tangente en el punto donde dicha
recta es paralela al plano xy

Sea L la recta tangente pedida en el enunciado.

Quiero encontrar el punto en donde la direccidn de la tangente a C sea
paralela al plano xy, o sea, el punto en el que la derivada de la
parametrizacidn sea perpendicular a la normal al plano xy 2 N=(0,0,1)

7' = (=sen(t, ), — 2sen(t, Jcos(t, ), cos(t, ))
Hallo un valor de to tal que 7_/'(t0) 1(0,01):
> (—sen(t, ), 2senl(t, )cos(t, ), cos(t, ))(0,0,1) =0
cos(t,)=0 - t, :%

Direccidn de la recta tangente:

ol (gl

Punto de paso:

75)- (COS@ o5 Se"@) ~ood

La ecuacidn de la recta tangente pedida en el enunciado es:

L: B =1(10,0)+(0,01) teR




56. Sea f :R? — R una funcién de clase C? cuyo polinomio de Taylor de 2°

orden alrededor de (2,1) es P(X, y) =3-2X+y+X =Xy

a) Calcular la direccién de maximo crecimiento de f en(2,1)

Por el teorema de Taylor tenemos que:
f(21)=P(21)=2 of ( ?y(

21)— (2 ~1)=— 2,1):25(2,—1):1

f es C3> f es diferenciable > %(Z,lﬁ se da en la direccién del

MAX
Vi)
gradiente, por lo tanto: V =
[vf (21
Hallo Vf (2,1):
XTSZIN
8—(2,1) = -2
Y e VEQRD=(-21) y [Vf(21) =5
T21) =1
2 (ea)

Por lo tanto, el vector pedido es:




b) Hallar el plano tangente al grafico de h = f0§ en (1,0, h(l,O)) sabiendo
que g:R?>—>R? es una funcién diferenciableg(1,0)=(21) vy

o500, ;)

2

f y g son funciones diferenciables por lo que la composicién entre ambas

tambiénloes: h= foa es diferenciable, entonces puedo utilizar la regla de

la cadena para derivar.

Dh(x)= b (a(x)}Dg(x)

Entonces:

Dh(l,O):Df{ 9(1,0) ].D§(1,0)=Df (21)Dg(1,0)

x enunciado=(2,1)

punto a)

. Df (2,1){%(2,1) %(2,1)} 2 1]

Dh(1,0)=[-2 1].[_01 ﬂ:[z o]:[g—:a,o) %h(l,o)}

h(L0)= fog(L0)= f(21) = 2

La ecuacién del plano tangente a la gréfica de h en (1,0), que llamo T, es:

oh oh

z=h(1,0)+—(L0)x~1)+—(L0)y=2+2x-2 — z=2x
——  OX oy
2 0
Por lo tanto:
[~:2x—z=0]




57. Enuncie el teorema de derivacion de la composicion de funciones (regla
de la cadena). Siendo f una funcién con matriz jacobiana

Df (u,v)=[u V+l] y E(X, y)=(xy,x) analice si existe algin
punto del tipo (Xo,yo,zo) en el cual la superficie de ecuacién

z=f (E(X, y)) tiene plano tangente paralelo al plano xy.

Seann f:UcR"—>R

g:WcR™ 5>U cR"

h:W cR™ R, tal que h(x)=f (5(%))
Si f es diferenciable en U y g es diferenciable en entonces la
composicion es diferenciable en W . La derivada de la composicion es:

Dh(x)= Df (g(x))Dg(x)

Para que Z = f(ﬁ(x, y)) tenga plano tangente paralelo al plano xy, la
normal a dicho plano sera proporcional a (0,0,1)

z=h= f(ﬁ(x,y))—) 0=h(x,y)-z
oh oh
Para esta superficie, la normal al plano tangentees: N =| —,— ,—
OX oy
Las componentes de 6 y de la matriz jacobiana de f son polinomios, por lo

que f 6 eC” porloque fy 6 son funciones diferenciables, por lo tanto,
h también lo es.

z=h(x,y)

Entonces:

Dh(x, y) = Df (g(x, y))Dg(x, y)

+ g(xy)=(xy,x) > Dg(x, y){)l/ ﬂ



u

e Df(uv)=[u v+i]— Df{&/,é}z[xy X +1]

X

}z xy? +x+1 x°y

0 S ——
oh oh

ox o

> Dh(x,y)=[xy x+1]. B

N// Ny > N=kNy,conkeR

N =(xy2+x+1,x2y , —1)

2 1,x*y,-1)=k(0,01
N, - (001) }—)(xy +x+1,x%y, -1)=k(0,0,1)

Xy? +x+1=0 }I
xX’y=0 — y=0 v x=0

-1=Kk
- I ' si x=0 1: 0 ABSURDO X £ 0
or |: .
— 30 s x4+1=0->x=-1
Entonces:

X=-1Ay=0
Eso quiere decir que el par (x,y) que cumple lo pedido es Unico y es:

(le) = (_110)

Por lo tanto:

En el punto -1,0,f (g(—l,O)) el plano tangente es paralelo al plano xy




58.Sean f :R* >Ry el punto A=(2,1). Sabiendo que la derivada
direccional de f en A segun un versor [ = (U,V) es f'(AT)=2u+3v,

calcule los valores de la derivada direccional maxima y minima absolutos
de la funcidn en el punto A e indique segliin qué versores se producen
dichas derivadas.

Como [ es versor entonces su norma es unitaria:
[Fl=J(uv) =Vt +vE =1 - V2 =102

Y, ademads, por ser versor: —1<u<1,-1<v<1

VZ

voa oy Of ooy o 2
f'(AT)=—-(A)=2u+3(1-u )—>§(A):—3u +2u+3

Sea %(A):g(u) > g(u)=-3u’+2u+3, -1<u<1
r

Ahora solo resta hallar el maximo y el minimo de g(u) para poder calcular
las derivadas direccionales mdxima y minima y hallar los versores en que se
producen.

g es diferenciable pues es un polinomio, por lo que los extremos se hallaran
en los valores de u en donde g ‘(u)=0

g'(uy=-6u+2=0 »u=3

Otros dos puntos criticos son los extremos del intervalo: u=-1, u=1. Como el
intervalo es un conjunto compacto, por el Teorema de Weierstrass aseguro
que exista un maximo y un minimo absolutos. Evalto la funcién g en los
puntos criticos hallados y decido por comparacion de valores:

g(1)=-3(3) +2(4)+3=2
g(-)=-3(-1)*+2(-)+3=-2
g() =-3(1)*+2(1) +3=2

El mayor valor es 10/3, con u=1/3 y el menor valor es -2, con u=-1



uzl u?+v2=1 - 3 5 F= 1 2\/§ _ 1 _2\/5
3 o2 P33 ) T3 3
-3
of of of 10
af( )MAX arl() arz() 3
of of
5F( )MI'N 5F3( )
Por lo tanto:
a_i(A) _E,confl: l,& FZZ 1’_&
or wax 3 3 3 3 3

E(A) » =-2,con i, =(-1,0)
( 189 }




59. Sea £ la superficie de ecuacién z = f (§(x, y)) con f,g eCl(Rz). Si

a(x, y)= (Xzy, Xy), £(0,0)=4 y para todo punto Ay versor  =(u,v) la

derivada direccional f'(A,F)=2u+4v, halle los puntos de X donde su

plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy)

, . 1 . .
Segun el enunciado, f € C*, entonces f es diferenciable, por lo tanto la
derivada direccional se puede calcular utilizando:

%(A): £(AF)=VF (A)F

Entonces:

ENUNCIADO

Z_‘;(A):[%(A),%(A)j.(u,v):Zf_X(A)M%(A).V = utdy

De esto se desprende que:

Z_];(A):Z y %(A)Z‘1 - Df(A)=(2 4) para todo punto A

Sea h(x,y)=z.

Como f,aeCl, entonces son diferenciables, por lo tanto h, que es

composicion de funciones diferenciables, también lo es. Esto permite
utilizar la regla de la cadena:

My = Ty = Dy, =DE- DY

(Q(XxY)) (g(x,y)) (xy)

El punto A tendra la forma dada por 5 A= §(xa, ya) , entonces:
Dh(xa,ya) - Df(ﬁ(xa,ya))Dg(xa,ya) - Df(A)Dg(xa,ya)

— 2xy X - 2X.y, X
. Dg(x,y)ZL y X] - Dg(XavYa):( y X

a



oh oh 2X.Y, XS

:(2*(2xaya)+4*ya 2*xaz+4*xa):

4x.y. +4y 2X 2+ 4x
( aJa a a a)

Como h es diferenciable, para que el plano tangente sea horizontal alcanza
con saber en qué puntos Vh(X v = (0,0):

Z—h(xa,ya):4xaya +4y,=0 -4y, (x,+1)=0¢
X

a—h(xa,ya):2xa2+4xa:O = 2%, (X, +2)=0?
De ya:OVXa:_l Y De @ XaZOVXa:_2

Como se tienen que cumplir ambas condiciones al mismo tiempo, entonces
puedo descartar X, =—1 pues no anula la segunda condicidn. Por lo tanto,

los valores posibles de X, son 0y -2. Evalto cada caso:

o x,=0 W,y —0
o« x, =2 20,y

Los puntos de X en donde el plano tangente es paralelo al plano xy son:

4 (enunciado)

P =(0.0,f 00, fo |=(0.0,4)

(a(ao))) -
4 (enunciado)

P2=(—2,O, f(g(zvo)))=[0,0, o J:(z,o,4)

Por lo tanto, los puntos buscados son:

P =(0,04) y P,=(-20,4)

|
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60. Enunciar el teorema de derivacion de la composicion de funciones (regla
de la cadena). Siendo h(X, y): f(xy, X), suponiendo que puede aplicarse
el teorema, calcule Vh(l,Z) sabiendo que Vf (2,1) = (3,4)

Seann f:UcR"—>R

g:WcR™ 5>U cR"

h:W cR™ >R, tal que h(>_<)= f (a(i))
Si f es diferenciable en U y @ es diferenciable en entonces la
composicion es diferenciable en W . La derivada de la composicion es:

Dhx)=Df (g(x)}Dg (x)

Entonces:

sea g(x,¥)=(x,x) > h(x,y)= f(g(x,y)
Dh(1,2) = Df (g(1,2))Dg(1,2)

o (3]}
-« g(12)=(22)

10
of of of
o Df (2,1):[—(2,1) 5(2,1)} y Vi (2,1):(—(2,1),

ox ox %(Zl)j
>Df (21)=[3 4]

Entonces:

Dh(1,2) = Df (g(1,2))Dg(1,2) = Df (2,1).Dg(1,2) =
=[3 4].[? (ﬂ:[lo 3]:[2—:(1,2) é%‘(1,2)}

Por lo tanto:

| vh(1,2)=(103)
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CAMBIO DE VARIABLES

El cambio de variable/s es una técnica que se suele utilizar para facilitar la
resolucidn de calculos. Mediante este procedimiento se cambian, valga la
redundancia, las variables.

Muchas veces sucede que trabajamos con una superficie que, en
coordenadas cartesianas, la ecuacion tiene alguna raiz cuadrada, por
ejemplo, que, en cilindricas es mucho mds simple de integrar. También
puede darse el caso en que la zona de integracidn representaria una suma
de integrales y que, con un cambio de variables, como podria ser una
rotacion, se haria mucho mas simple.

TEOREMA DE CAMBIO DE VARIABLE

En el libro de Marsden Tromba se puede encontrar una explicacién mas
tedrica. Aqui resumo su aplicacion.

Si tenemos dos regiones D y D* en el plano y una funcién T biyectiva que
transforma a cada punto de D en uno de D*, entonces, en cualquier funcion
integrable f : D —» R, se tiene que:

a(x.y)

IfD fx,yydxdy= é*f (Xuw)yuw)) a(uv)

dudv

En todos los casos en que se hace un cambio de variables, debe
considerarse que existe una proporcion en el cambio dado. A esa
proporcién se la llama jacobiano.

JACOBIANO

Es el determinante de una matriz jacobiana. En el caso de cambio de
variables, esa matriz esta dada por las derivadas de la funcidn T elegida.




A veces, segln como elijamos el cambio de variables, quizas resulta mas
comodo o mas simple hallar la matriz jacobiana de D* a D. Para ese caso, es
importante recordar que:

(X, y)|: 1
(uv)| [a(u,v)
o(x.y)
Como mnemotécnica para recordar si es a(X, y)| o 8(u,v)| el Jacobiano
8(u,v)‘ oX,y ‘

gue necesito utilizar, uso que es “derivar variables viejas con respecto a las
nuevas”

EXPLICACION GRAFICA DEL JACOBIANO

Es claramente visible que D y D* no tienen la misma area. Esa diferencia de
area se corrige con el JACOBIANO.



Para ese ejemplo:

T:D—D*
T —(u v j—(ZXZ )—> u:2x_) XZ%—)
o) 00 ooy )T P vy T Ly
2
19
_)\J ‘:6(x,y):x'u X'V _|2 :1:“] ‘
T 1a(uv)| |y'u y'v 0% 4 |'[T]
71 —(x )_(u Vj—> XZ%—) u:2x_>
@y~ o) (22) 7],y T lv=2y
2
' ' 2
_)‘JT‘:a(x,y):xu X'Vl _ 024:J
o(u,v)| |y'u y'v| |0 2

=

Tal como se puede observar, estos resultados de |Jr| y [J(+-1)] tienen
correlato con el grafico, pues si se necesita integrar algo en D pero se
realiza un cambio de variable y se trabaja en D*, el valor obtenido debera

dividirse por cuatro ya que el drea de D* es cuatro veces la de D. Algo
similar ocurre si se pasa de D* a D.
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61. CaIcuIarJ‘JAD (2X - y)2 sen? (2X + y)dx.dy , D descripto por
(—7[3 y—2XS7r) A (7Z'S2X+yS37T)

Es conveniente hacer un cambio de variables. Para eso, utilizo el teorema
de cambio de variables.
u

Uu=2x-y
V=2X+Yy
—

— ALY -2XS x> 22X-Y>2—-7T > 72U=>—7

v
—

T<2X+y<37r > n<Vv<3r

Jacobiano:
oxy|_ 1 111 Jay)
ov)| [oww] fou a2 -1 4" [owv)
axy)| [ox oy |2 1
v o
oX oy
Calculo la integral:
jacobiano
C"'y. 37 e T
I=”D(2x—y)zsen2(2x+ y)dx.dy=L Lruzsenz(v). . du.dv =

3 —
- % :’” u? sen’ (V% uu:_j;.dv = ﬁ j” I7z3 —2(3— 7% Jsen?(v)dv =

3
=2 [ sen? (v)dv="- (X - sen(2v)j
1 2 4

I o T
S

T 6 6
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62. Siendo DXy:{(x,y)eR2:X£y£X+2 , X+y<4 , y>0i, calcule
HD 2(y—x)dx.dy aplicando el cambio de variables definido por

(xy)=(v-uv)

OX OX
X=v-u _)|J|=8(x,y)=au ov|_ =1=|J|
y=v ouv)| |oy oy| |0 1

ou ov

Analizo las formas de Dy, y Dy *:

X<y —> v-usv —> 0<zu
y<x+2 — v<v-u+2 —> u<2
X+y<4d — v-u+v<d > v32+%
y>0 - v>0

v u=2

. 4 Zr
\;'-2+2 4.

L. Dxy*

\F=




Calculo la integral:

CV.

I_J'J' (y—x)dxdy = H

- 2]0 I0+5u dvdu = 2.[0 u[2+§}du

u3

=2u° +—
3

——
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63. Dada la siguiente integral en coordenadas polares:

j%jo%“(g) r’sen(6)dr d@

0
Expresarla en coordenadas cartesianas y calcularla.

Como esta plan.++teado en coordenadas polares, escribo su equivalencia:

{x: r.cos(0)

v=rsen(0) &%
7,

2
jo .[O%“(g) r’sen(9)drdé
0<r<

~ cos(0)

Analizo los limites de las variables:

<r< > 0.cos(#) < r.cos(f) < .00s(0) —==9_50<x<2
cos(6) cos(0)
. Y
0<<— > > 0<y<x
4 X
—>
Jacobiano:

En este ejercicio hay que pasar de dr d© a dx dy, por lo que el
jacobiano es 1/r

Calculo la integral dada:

| = .[0% _[0%"5(‘9) r’sen(0)drdo = I%I%os(e) r.r.sen(6)drdo =

0 JO

jacobiano
cv. r.sen()

:J'zj'xr. y . % dydx:f:y?2

=2
3

312
dx:—rxzdx:l.x— :ﬂ:|
0 2 3|0 3
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INTEGRAL DE SUPERFICIE

Este libro estd pensado para quienes estén cursando o hayan cursado la
materia. Dado que no se pretende reemplazar las clases, se presuponen
ciertos conocimientos previos, como conocer lo que representa una integral
simple. Muy resumidamente, lo Unico que voy a recordar con respecto a
eso es que representan la suma de infinitos puntos.

En las integrales dobles se suman infinitos puntos que varian en dos
direcciones.

En este capitulo vamos a ver integrales de superficies, que es una integral
doble que se utiliza cuando trabajamos con, valga la redundancia, una
superficie. Puede ser hallar dreas o el valor del flujo de un campo vectorial a
través de una superficie.

Para usar este tipo de integrales, lo que se hace es parametrizar la
superficie (sobre la que vamos a trabajar), en una funcién de dos variables.
O sea, pasar de una superficie de 3 variables a una funcién vectorial de 2
variables, ya que una de esas variables es dependiente de las otras dos.
Ejemplo:

Sea § - Xty
z<1

Tiene tres variables, la “paso” a una funcién de dos:

—

2 2
O (xy) =(X, Yy, Xo+Yy )
Para analizar los limites de integracién, observo las ecuaciones:

X +y* =1
S: y = —x?+y2<1 > discoradio 1 centro en el origen

2 _1<x<1 A —A1-XP<y<1-X%®

Ese disco es la proyeccién de S en el plano xy.

Una parametrizacidn puede ser:
Oy = (x, y, X2 + yz) con —1<x<1 A —V1-x*<y<y1-x?

|
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Para hallar el 4rea de S calculamos:

area S = Ifsds = J.J'D N ox.dy

donde N es la normal de la parametrizacion que se obtiene del
producto vectorial de las derivadas de |la parametrizacion:

Ql

i y=(°'1’2y>>ﬁN = 5y X o'x =(2x2y,-1) > N = /AX + 4y 1
X

=(1,0,2x)

Para hallar el area de S calculamos:

area S = Ij;ds = ”J\Nde.dy = J:llj‘j/; (,/4x2 +4y? +1)1x.dy

queda “feo” para integrar.... Conviene hacer un cambio de variable:

area s - [ s [ INloxay - [] errdt_

[ oo oot =2 o Saren
[y o3BT p
T o2

—l+5\/§J47r

8 3

area S :[




Otra parametrizacién de S puede ser:
Se = (r.cos(t) rsen(t) r?) con0<r<i A 0<t<2r

Para hallar el drea de S calculamos:

area S = J'J.Sds = ”DHNHdr.dt

5't = (~r.sen(t),r.cos(t),0)
5

'r=( cos(t), sen(t), 2r )> >N=5tXd'r = (Zrz-COS(t),Zrz.sen(t),_r)

r>0
—|N|= \/4r4(cosz(t)+ sen?(t))+ r? = /r2(4r? +1); rVar? +1

1

area S = J'J‘S ds = J‘J'D IN | dx.dy = LZ” j:(r\/4r2 +1)dr.dt =

_ J:”J:[r\/@]dr.dt - 2]§”E[r@}dr.dt _
Al Jor s o2 -
ST s

. ~1+5y5 |4z
area S=| —— |—
8 3
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JACOBIANO: ¢Si O NO?

Como vimos en el ejemplo anterior, por dos parametrizaciones distintas
sobre la misma superficie, obtenemos el mismo resultado, y que ya desde la
mitad de las cuentas nos da el mismo resultado. Lo que es importante
observar es que cuando hice la parametrizacién en cartesianas (la primera),
guedaba feo para integrar entonces tuve que hacer un cambio de variable y
usé el jacobiano, mientras que para la segunda (hecha en coordenadas
cilindricas) no se usé pues se partié de una parametrizaciéon “favorable” o
mas adecuada.

Resulta que, muchas veces, partimos de una parametrizacién en cartesianas
(en forma mental) y luego escribimos en papel una con otras coordenadas y
nos parece que no hacemos un cambio de variables. Por eso es muy
importante hacer paso a paso cada ejercicio, partiendo desde la definicion.

Pasar de ds a dxdy (o dudvodrdt) es un cambio de diferencial, NO un

cambio de variables. Como no es cambio de variable entonces NO va el
jacobiano.

Pasar de dxdy a drdt(por ejemplo) es un cambio de variables, por lo
tanto VA el jacobiano.

Muchas veces dan, como superficie, un plano y tendemos a hallar la normal
como aprendimos en el CBC (o en analisis 1). Esa NO es la normal que
tenemos que utilizar pues no surge de la parametrizacion. Esa normal que
hallamos mentalmente es como consecuencia de una parametrizacién en
coordenadas cartesianas. Por eso recomiendo escribir la parametrizacion,
derivar y hallar la normal con el producto vectorial para asi evitar posibles
errores.
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64. Sea D  R”una regién de srea 4. . (0,0)¢ D Hallar el area de la
superficie S de ecuacion z =1+ 3,/x* +y®, con (x,y) €D
Sea St la superficie que contiene a S.

Analizo la forma de St:

7=1+3x*+y?
Semicono positivo con
Vértice en (0,0,1)
Parametrizo Sy:

X = r.cos(t)
{y =r.sen(t)

7=1+3 [xX*+y* —=257=1+3r
H/_J

r2

D (no se conoce la forma)

B(r,t)=(r.cos(t) , rsen(t),1+3r) reR;0<t<2z

B'r =(cos(t) , sen(t) , 3) >

— N =(3rcos(t) , 3rsen(t) , —r)
B't=(-rsen(t), r.cos(t) , 0)

{
IN[=r<20

S cumple la ecuacién de Sr, siendo D la proyeccion en el plano xy y es de
area 4

A= sds:”D”N"-dr'dt:”D r‘/ﬁ-dr-dt=\/ﬁmr.dr.dt=4\/ﬁ

area de D

A =410
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65. Calcular el &rea de la porcion de casquete esférico x*+y*+z’=R?,

R V2

—<z<—R

Sea S la superficie del enunciado.

Analizo la forma de S:

x> +y? +12° = R* - esfera radio R centro (0,0,0)

puntos de esfera entre los
R <z< ﬂ R—> R J2
2 2 planosdez:E yz:7R

Parametrizo la superficie en coordenadas esféricas:
(¢, 0) = (Rsen(p) cos(0), Rsen(p)sen(8), Rcos()) — |N| = R?sen(¢)

El valor del radio es constante=R y el de 8 varia entre 0 y 2m. Ahora voy a
averiguar entre qué valores se mueve el pardmetro ¢. Para eso, voy a hallar
las intersecciones de la esfera con los planos dados.




2
2
x*+y?+2* =R’ —>x2+y2+(72R] =R’ —>x2+y2+R7:R2

2
Z=£R x2+y2=R——>circ. radio —
2 2 2
R
R V2 b .2 T
b=—2 ; a="2R >tg(p)=—==1>¢p ==
2 5 g(@l) a \/ER 2 4
2

2 2
X*+y?+2* =R >x*+y’ + gj :R2—>x2+y2+RT=R2

7N

2
;=R X% +y? =3l—>circ. radio ER
4 2
5 \/§R
3 d_ 2
d 2 ; C 2—)9((p2) . R \/§—>(p2
2

Entonces: 0< 0 <27 ; %ggog%

Calculo el érea:

—1+\/§
2

A =|[.ds =I02”I§sten(¢)d¢.d0= szoz”( d0=R%z(-1+472)

A, =R’z(-1+2)
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66. La superficie de ecuaciéonz =Yy’ +6yx°—6y+10 tiene tres puntos

donde el plano tangente es paralelo al plano xy, calcule el area del
triangulo que tiene a dichos puntos como vértices.

Sean Z = f(x )y S el triangulo del enunciado.

Hallo los puntos (x,y) tales que: Vf( =(0,0)

X,Y)

g(x, y)=12xy =0 —8>x=0vy=0
X

%(x, y)=2y+6x°-6=0 (2)

De (2): Si x=0—>2y=6 —>y=3—>PC, =(0,3)
Siy=0—->6x’=6 >x=1v x=-1—->PC,=(10),PC, =(-10)

f(Pcl) = f(o,s) =1 - Vl = (0’3'1)
1E(PCz) - f(l,O) =10 —» V,= (1,0,10)
%

foo =1

(PCs) (-10)

Es un tridngulo isdsceles:




e base=|V,-V,|=2=b

e altura=h=||(0,0,10)-V,| =~/0* +3° +9* =310 =h

Por lo tanto:

bzh:2 3@:3@

2

area =

area, =310

Ahora lo vamos a verificar con Integral de Superficie:

Para eso, observamos los puntos criticos hallados, pues serdn los vértices
de la proyeccidén de la superficie dada en el plano xy.

Hallo la ecuacién del plano que contiene al triangulo:

Ng = (Vl —V3)>< (V2 —V3) = (1, 3, —9)>< (2, 0, 0) = (O, -18, —6)
Tomo un submutiplo: Ns=(0,3,1)
Una ecuacién del planoes: 3y +z=10 2 z=10-3y

Parametrizacion:

S :E(X,y) =(X1 y110_3y) _)NS :(0’3’1) _)”NS”:\/E

A = [[.ds=[[ [N]drdt=[[ Vi0.dxdy=A0 [ dxdy=3/10

area de D=3

area, =310
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Capitulo VII:

FLUJO

En este capitulo veremos ejercicios de Flujo en superficies de R3
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FLUJO a través de superficies

Sea S una superficie (en R3?)y &) una parametrizacion de S, para calcular

el flujo de F sobre S tenemos que:

—_ - - = E é“r 5‘
J.J.SF.d S= ”sF N.ds = J.J.&(r,t) F wmﬁ.m dS

Es necesario tener en cuenta el sentido de la normal, ya que el flujo se
calcula sobre uno de los lados de la superficie.

Por ejemplo, en el paraboloide que muestro en la figura siguiente, se
pueden observar dos normales graficadas:

Con N; calculo el flujo sobre la superficie de “afuera” del paraboloide,
mientras que con la N lo calculo sobre la de “adentro”.

En la mayoria de los ejercicios en los que piden calcular el flujo de F a
través de una superficie, apuntan a que utilicemos el teorema de Gauss (o
de la divergencia). O sea, a través de una superficie frontera de un sélido.
Pero a veces ocurre que piden calcularlo a través de una superficie abierta,
entonces calculamos (generalmente) el flujo a través de una superficie
cerrada (frontera de un sélido) y le descontamos el valor del flujo que
hallaremos sobre la “tapa” que agregamos. Ese valor lo hallamos usando la
“formulita” que escribi arriba.
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Como estamos trabajando con una superficie, lo que hacemos es utilizar
una integral de superficie. El integrando es un campo vectorial cuyo
diferencial es ds. Para poder trabajarla como una integral de superficie que
vimos en el capitulo anterior, lo que se hace es un cambio de diferencial
pasandolo a ds.

Para realizar el cambio de diferencial ds a ds, tenemos que tener en cuenta
que:

ds = Nds

donde N es la normal unitaria de la parametrizacién de la superficie que
estamos estudiando.

Esta normal se halla calculando el producto vectorial de las derivadas de la
parametrizacidon en cada una de sus variables.

Luego, para trabajar en la proyeccién, hacemos otro cambio de diferencial
de ds a dxdy(odudvodrdt) que son las variables de Ila
parametrizacion.

Para realizar este cambio, tenemos que recordar que existe una proporcion
entre ambas y también esta relacionada con la parametrizacion: la norma
de la normal de la parametrizacion adoptada.

ds = ||N||dxdy

Es por esto que, en algunos ejercicios hechos en clases, no se estaria
usando la normal unitaria. Pero en realidad si se hace, solo que se hacen
dos pasos en uno solo:

d§=1Vds=”IIZ—”ds y ds = ||N||dx dy

Entonces:
ds = Nd —N d —N IINIIiZS d Ndxd das
s = s = S = X = X =das
NI =TI Y Y
Resumiendo:

e Sise pasadeds ads, la Normal es unitaria y se escribe unitaria.
e SisepasadedSadxdy (odrdtodudv),laNormal no se escribe
unitaria (ya que se divide y multiplica por la norma)

Pero SIEMPRE la normal que se utiliza es la de la parametrizacidn.
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67.S5ea S c—R® wuna porcion de la superficie de ecuaciéon
2?2 =x*+y%,2<7<3, cuya érea es 1. Calcular el flujo del campo

= _ 2X 2y
(x.y.2) \/x2+y2 ’\/X2_|_y2

considerando la normal de componenente z negativa.

,—3 a través de S,

Sea St la superficie del enunciado y S una porcién de Sr.

Analizo la forma de Sy
ZZ=X2~|—y2 722 sz o, ¢
puntos del semicono entre /=3
2<2<3->
< los planos z=2y z=3 /== N .
Y
Parametrizo la superficie S X
B(r,t)=(r.cos(t), r.sen(t), r) F>0-57—-1<0
= M
r= t), t),1
f r = (cos(t) sen(t)1) — N =(r.cos(t), r.sen(t),~r)— [N|=v2.r
B't=(-r.sen(t), r.cos(t),0)
Calculo el flujo de F sobre S: i
= e == N
“SF.ds = jjs F.nds = ﬂs F(,B(r,t)).Nds =
2.r.cos(t) 2.r.sen(t) (r.cos(t),r.sen(t),—r)
= ” , —3 | ds =
S r r r/2

= % ”S (2.cos(t),2.sen(t),~3)(cos(t), sen(t),~1)ds =

AREA de S=1
——

5 — >
T -5 [IFs

1 PRy 5
-5 | L{Z.cos (t) + 2.sen (t)+3]ds N

5

- 5
J'LF.ds:E

|
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68. Sea I la superficie de ecuacién yz+e“ +In(x+y—-2)—-2=0.

Sea S la porcidn del plano tangente a X en el punto (2,1,1) perteneciente al
primer octante.

Calcular el flujo del campo ?(X, y,2)= (—% Y, X+VY,y+12Z —2) a través
de S, indicando en un grafico el sentido de la normal utilizada.

Sea g:DcR*—>R / g(x,y,2)=yz+e**+In(x+y—-2)-2.

La superficie £ es el conjunto de nivel 0 de g(x,y,z). La Normal a Z es
proporcional al gradiente de g en el mismo punto. En este ejercicio la
proporcién es irrelevante, pues sélo interesa saber la direccion del
gradiente para hallar la ecuacién del plano tangente.

Por lo tanto, busco el gradiente de g:

Vg(x.y,2) = [a (xy.2), 6g(xy,),§§(xyunj

o w2, 1 & e, L a9
X,V,7) =18 _— 210 =1¢ =2=—(211
U= e SRt e 2=l
g 0y 1 0y
—=(X,y,2)=17+ 210 =1+ =2=—(211
| D= Pl R ewratayvcy)
ag Xz-2 ag 2.1-2 ag
—=(X,y,7)=y+xe —(211)=1+2e""=3=—"(211
Laz( y,2)=Yy az( ) az( )

vg(211) = (ag (211), ay 9 211, 2 (2 11)} (2,2,3) - NyenP =(2,2,3) ,siendo P = (2,.1,1)

Sea m el plano tangente a 2 en el punto P:
m: Ns . (x,y,z)=d, donde d=N;.P 2> d=(223).(211) =9, por lo
tanto:

\n:2x+2y+3z= 9\

Como S es la porcion de m perteneciente al primer octante, para dibujarlo
busco las intersecciones de este plano con x=0, y=0, z=0



en plano yz: y=(9-3z)/2 ; en plano xz: x=(9-3z)/2;en plano xy: y=(9-2X)/2
plano yz:y plano xz plano xy:y

z La superficie S esta dada por la ecuacion de i, por
3 Ns=(223) 1o que z=3-2/3.x—2/3.y

/ 9/2

/ vy Analizo su proyeccién

9/2 sobre el plano xy: 2>

F

mjo &

Para calcular el flujo conviene parametrizar la superficie S (cuya Normal es
(2,2,3)):

a(u,v)=(u,v,3-2u—2v) ; Osu<$; Osv<s
ds

ﬁ fds= jj f(a(uv))” ”ds—

3y X+Y y+z-2
:” —’_;V,LTJ:/,V+3—§U—§V—2 mds:
S — ||N||

_H —3V+2U+2V+3V+9—2Uu—2vV—6)—

-

92u

—” N ||||N||dudv 3” dudv = BI I : dvdu BI

——I 9 — 2u)udu == (9u - }Zzg%:%
J-J- Tdeo 243
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69. Sean la superficie R={(X, y,z2)eR®:x*+y?=9;3<z £6}y el

campo vectorial F ., = (X Yy, Z. eyz) Hallar el flujo de F a

través de R indicando en un gréfico el sentido de normal elegida.

Analizo la forma de R:

s cilindro centrado en
X“+y =959 . .
eje z, de radio 3
puntos del cilindroentre
3<z<6—>
los planosz=3y z=6

Parametrizo a R en coordenadas cilindricas:

D: Proyeccién deR en xy

o(z,t) = (3.cos(t),3.sen(t), z) ; 3<z2<6 ; 0<t<2rx
y

o'z = (=3sen(t),3cos(t),0)\ N = (3.cos(t),3.sen(t),0)
o) > > N|=3 (1N,

ct=(0,01) >
NI

Calculo el flujo:

n
—

[ jR Fds= [ jRE.ﬁ.ds = ”DE(E(Z,t)).ﬁ”N”du.dv=

j I 3.cos(t),3.sen(t), z.e ¥ )(3 cos(t),3.sen(t),0)dz.dt =

j j 9.cos’(t) + 9.sen’ (t)dz.dt = j j 9dz.dt =9.(6 — 3).(27 — 0) =541

j jRE.dé —54x




70. Hallar el flujo del campo

Fooysy = (z\/x +2%,y° +3, 9xVx* +2 ) a

través de la porcion del plano z =3x con z2 X2 +y?

Analizo la forma de la porcion del plano del enunciado:

Llamo S a esa porcién
S {Z = 3X = plano -3x+z=0 /

7> %2 4+ yz =>» Puntos que quedan adentrc ’ Y
del paraboloide

—,

del plano z = 3x que quedan adentro del paraboloide.

A~

S estd formado por todos los puntos

Proyeccionde S
sobre plano XY

{_é

Calculo el flujo sobre la superficie S:

Parametrizo el plano donde esta contenida S:

'u=(10,3
7(u,v) =(u,v,3u) > {;5 _ ((0,1,0§> —>N= (3,0,—1)ﬁ—> IN||=+10
[ L Fds= [ L F.nds = [ IDE(y(u,v)).ﬁ'"N”du.dv =

IN]
- J'J'D(3u,/u2 +(3u)* , v¥+3, 9uJu® +(3uYy j.(3,0,—1).du.dv =

_J.J. 9u\/u +(3u) —9u\/u ) .dudv=0
[[Fds=0
S
{231 }







Teorema de GAUSS (o de la divergencia)

En esta seccién encontraran ejercicios donde piden calcular el flujo
sobre superficies en R3.

Antes de utilizar este teorema se necesita verificar que se cumplen
las hipétesis:

v" W es una regidon de R 3 cuya frontera es la superficie S

v" S es una superficie orientada al exterior

v Fyn eC'(W), W cR?siendo Fy.o = (P(x,y,z)iQ(x,y,z)’ R(x,y,z))

Esta ultima hipodtesis se tiene que demostrar a través de datos del
enunciado. Puede ser que digan que F es C* directamente, o hay que aclarar
que las componentes son C' como minimo. Esto se suele aclarar diciendo
gue son “suma algebraica de funciones elementales” y entonces son C
infinito, por lo tanto son C.

Una vez verificadas que se cumplen las hipdtesis, se puede decir que:

[[Fds=[[[ div.Fdvol

div.F = a—P(x, Y, 2) +@(x, Y, 2) +8—R(x, Y, 2)
OX oy 0z

A veces ocurre que la divergencia arroja un nimero real. Esto nos
esta diciendo que el flujo sobre la superficie frontera de un sdlido es
proporcional al volumen. Saber esto ayuda, a veces, cuando tenemos un
solido desplazado del origen. Como el volumen es el mismo sin importar el
desplazamiento, podemos recurrir a calcular su valor con formulitas
conocidas (en el caso de un cubo o de un cilindro u otro sélido) o integrarla
refiriéndola al origen de coordenadas.
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71. Calcular el flujo del campo F(X yz) = (x +cos(z),e* —2xy,y +3z)
través de la superficie frontera del cuerpo

Q:{(x,y,z)eR3:x2+y2+(z+1)2§4;220} considerando la normal

saliente.

X2 +y?+(z+1) <

esfera r=2 ,
- =0 %
centro(0,0,-1)
los puntos "encima”del plano
220>
z=0 :v“

Proyeccidn en el plano xy = z=0: 3
<r<
x2+y2+(0+41)2=4 D> X2+y2=3 0<r<+3 /—\{3—‘
Fd

> circ. radio +/3 0<t<2r \J
con centro en el origen 0<7< \/4——r2 1

z
N
Analizo la forma de Q: A,M
'd 1 5 Y
/ - -
€ |

Hallo los extremos de variacion del parametro z:

X+ y 4 (2 +1f =4 (2+1f =4— (P +y?)—225 2= Ja-(x* +y?)-1

Analizo las hipdtesis de Gauss:
Sea S = 6Q . Q es una regidn de R3 s, frontera de Q, es una superficie
orientada al exterior.

Sea E(x,y,z) :(P(x,y,z)'Q(x,y,z)'R(x,y,z))' P, Q y R son suma algebraicas de
funciones elementales (polinomios, exponenciales y trigonométricas), por
lotanto P, QyREC™ > Fuyn €C” (R?) = Fuyn € CH(R?)

Se cumplen, por lo tanto: IISEdg :J‘HQ div.F dVol

div.F = P'x+Q'y+R'z =2x—2y+3=3=div.|_f

jacob.
1 ™

— o - 27 ;3 pV 412
HF.ds:ﬂj 3dvol =3[ " [ r dzdr.dt=

3 [“rlVacr —1)jrdt_3j 2dt=57

IISE.dg =b5r

237 J

——



72. Sea F(X vy = (3X Pyys Y + Ny ,—22) con h € C* (R?2). Si
Vh,.y) = (2X + VY, X+ y) calcular el flujo de F a través de la porcién

del paraboloide z = 10 — x? — y? , z 2 1 indicando en un gréfico la
orientacion elegida para la superficie.

Sean: Sla porcidn del paraboloide definida en el enunciado
S; el disco de radio 3 dentrado en (0,0,1), contenidg en el plano z=1
ST =SU 51
W el sélido contenido por St

Analizo la forma de W:

2 <10 - x2—y? - paraboloide invertido
vértice (0,0,10)

z>1 - puntos del araboloide “arriba”
del plano z=1

Proyeccion de S en xy:

{x=r£mav_9xz+y2:ﬂ 0<r<3 /f”“\\
y = r.sen(t) 0<t<2r \ME,H/
2<10-(x? +y?)=10-r2 ?

1<z<10-r

Verifico las hipdtesis del Teorema de Gauss:

v' W es unaregion de R® cuya frontera es la superficie St
v' Sres una superficie orientada al exterior

v Fuys eCH(W), W < R® siendo F= (P,Q,R), donde P, Q y R

son suma algebraicas de polinomios y funciones C?

Se cumplen, por lo tanto:

”f.dé =MN div.F dVol y ”f.dé :ﬂf.dé +”SE.d§

oh
— =2X+Yy
oh ahJ

ox ' oy

OX

oh

Vhy,, =(@2x+y,x+y)= (
=Xty



div.E=@+@+@=( _8_h}+ 1+8_h 2=
ox oy oz OX oy

=(3-(2x+y)+@+(x+y))-2=3-2x-y+1l+x+y-2=2-X

Calculo el flujo sobre St:

2—x jacob.

ﬂsl_f.dg :HLV (2- x)dVoICA:YIIOZHJ:J;N_r2 (2—r.cos(t) T dzdr.dt=

(Zr—rz.cos(t))

-r 2r —r?.cos(t) (10— r* —1Hr.dt =
0 JO

de 0 a 27 esto
da CERO

—
= I2”j3(18r —2r° ~9r? cos(t) + r* cos(t) Hir.dt = r” & —@COS(t) dt =
0 JO . 2 5

0

- [ dt-s1r - [[Fas

Ahora calculo el flujo sobre S;:

El disco estd contenido en el plano z=1, por lo tanto Ns;=(0,0,-1), pues
“apunta” hacia abajo.

”f.dg :”SF.ﬁ.ds = ”Sl(Bx —hyyr Y + Ny ,—22)(0,0,—1).ds =

7.1 érfi,di,Sl
- .[L%z.ds ) J'J‘scljs = 2.(7[.32)= 187 = ”fdg
Entonces:
8lx 187

2 Y s .
_Usf.dS=HSF.ds+”SIl:.ds — :”SF.ds:637z
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73.Seal0<a<4y Sc R?® la superficie descripta por X2 + 22 = 25 con a
<ys4. Determinar a sabiendo que el flujo delcampo

IE(X’y’Z) = (2X+ 2y2,1,4z — y2) a través de S, orientada de

manera que su vector normal en cada punto se aleja del eje del cilindro,
es 300m.

Analizo la forma de S:

2

, {cilindro radio 5
X —

+2°=25 . .
ejeenejey
los puntosdel
a<y<4—cilindroentre los
planos y =a;y =4

Sean: S,y S4los discos radio 5 con centro en (0,a,0) y (0,4,0), contenidos
en los planos y=a e y=4, respectivamente.
St=SsUSUSsy W el sélido encerrado por Sr.

Verifico las hipdtesis del Teorema de Gauss:

v' W es unaregion de R 3 cuya frontera es la superficie St
v' Sres una superficie orientada al exterior

v FeCY(W),W cR? siendo Ez(P,Q,R), donde P, Q y R son
suma algebraicas de polinomios > F e C* (R3) S>Fe Cl(R3)

Se cumplen, por lo tanto:

Hf.dé:jﬂwdivﬁdvm v jf.dé: LaE.d§+ HSE.d§+ Hf.dg

diV.E=@+@+@=2+0+4=6=diV.E9 El flujo es

oXx oy oz

proporcional al volumen: Vol w = rt.r2.h = .5%.(4 — a) = Vol w = (100-25a)



OIW

(], Fds—IIIN6dV0I smNdvm 6.7(100 - 25a) jj F.ds = (600 —150a)

Calculo el flujo sobre los discos Sy y Sa:

Sa:

Fds=[[Fnds=[[ (2x+2y?14z-y?)(0-10)ds=
Sa Sa Sa

area disco en
plano y=a

— —_ -
R
542

[[.,Fds=[[Fnds=[[ (2x+2y*14z-y*}(010)ds=

area disco en
plano y=4

—— ~ .
= '”.Sgs =riz= 257[=J‘L|4:.d8
Entonces:

25;z

ijdE_ jF ds+ijd§+”F ds —>”F.d§=”f.d§ >

por enunciado

> [[Fds=n(600-150a) = 3007

7(600-150a) = 3007
600—150a = 300
300=150a — a=2




74. Sea la superficieX = {(x,_y, 2)eR:y=x*+7"; 0<y< 4}
Hallar el flujo del campo f (X, Y, z) =|—3xe’ —xcos(y), z +sen(y), 3zey)
a través de 3. Indicar en un grafico el sentido de la normal utilizada

Analizo la forma de 5:

y=x*+12° =>» paraboloide centrado en el eje Y
O<y =>» puntos a la derecha del plano y=0
y<4 =>» puntos a la izquierda del plano y=4

Para calcular el flujo analizo si se cumplen las hipdtesis del Teorema de
Gauss (o de la divergencia).

Para eso “cierro” la superficie Y con una tapa (un disco de radio maximo 2
centrado en (0,4,0)) que la voy a llamar D para formar la frontera del
cuerpo W.

)  Sea fxyZ:( ) Quuyyt R Xyz) fec” ( ) pues P, Q y R son
sumas algebraicas de funciones elementales (polinomios,
exponenciales y trigonométricas) = fect (R3) v

) Sea S =} U D la superficie frontera de W, una superficie orientada
hacia el exterior.

) W es una region en R3 contenida por la superficie S. Vv

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: J.J.s fds Z”L div. f dVvol



jjs?.dé:jjz?.d§+ij?.d§_>ﬂz?.d§=jjs?.d§—ij?.d§

div.f = P'x+Q'x+R'z=-3e’ —cos(y) +cos(y)+3e’ =0= div. f

Calculo el flujo sobre el disco D:

Como es un disco sobre el plano y=4, conviene pasarlo a coordenadas
cilindricas: z )

oy =(r.cos(t),4,rsen(t)) ; 0<r<2; 0<t<2z
o'r = (cos(t),0, sen(t))
o' = (= r.sen(t),0, r.cos(t))

2

Iv-ro - D\ -
NEZ

Como r 20, entonces N queda saliente de W
plano y=4

| jD?.dé = ij(a(r,t)).(a't X o'r)dr.dt =
3xe’ x.cos(y) z+sen(y) 3z¢¥

= ”‘D*[— 3.r.cos(t)e’ —r.cos(t).cos(4) , r.sen(t) +sen(4) , 3.r.sen(t).e* |(0,r,0)dr.dt =

=4

2r r3
0

:LzzzJ-;(rZ.sen(t)Jr r.sen(4))dr.dt :j (?sen(t)+%sen(4) dt =

- LZ” (g sen(t) + 23en(4)jdt =4z.sen(4) = ”D?.dg

Por lo tanto:

ﬂz?.dé -1 ?.dé—”D?.dé = 0-4r.sen(4)

.”z fds= —47.sen(4)
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75. Sea el sélido cuya frontera en coordenadas cilindricas es r2 + z =9, z =0,
r=2.cos(t)

a) Calcular el volumen del sélido

Sean W el sélido del enunciado y S su superficie frontera.
La opcidon que voy a desarrollar es considerando el cilindro interior. Otra
opcioén seria tratar el volumen como el espacio que ocupa entre el cilindro y

el paraboloide, con z 0. ,

Analizo la forma de W: 2
X = r.cos(t)
y=rsent)} >r’+z=9—->z=9-r?
z=0
N
r? =2.r.cos(t) MOy
r=2.cos(t) >4 x*+y?=2x il V,
(x-1)° +y* =1 x <
Cilindro “corrido” con eje (1,0,z), radio 1
Proyeccidn de S en el plano xy:
A Yy Coord. cilindricas :
D P
2 2
. N —10<r <2.cos(t)
2 7x 0<z<9-r?

Vol,, = E chos(t) Lg_rz r.dz.dr.dt :j_%z J'Ozcos(t) (9r - r3)dr.dt =
2 2

- Ii(18cosz(t)—4cos4(t))dt :%n 15

2




b) Sise necesita que el flujo a través de las paredes del sélido, orientado
con normales salientes valga el doble de su volumen, determinar qué
campo se puede usar para poder lograrlo.

Como W es una regiéon de R 3 cuya frontera S, orientada con normales
salientes, si F:R3—>R3,F=(P,Q,R);FE Cl(RB') puedo utilizar el

teorema de Gauss para calcular el flujo.

se pide

[[[Fds=[[[ div.Fdvol - 2([[ Vol - div.F = 2 lo cumple

Definouna F.eC" tal que div.F = P'x+Q'x+R'z =2

Elijo F(X,y,z) =(y,x,2z) pues
divF =P'X+Q'X+R'z=0+0+2=2

Por lo tanto, una solucién puede ser:

F(x,y,2) =(y,x,22)
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76. Sea el cuerpo D definido por z < x?, x < z%, 0 < y < 3. Calcular el flujo del

_
campo F (x,y,z) = ( sen(yz) , 2y+z, e*¥ ) sobre la frontera de D excepto la
cara contenida en el plano y=0 con sentido de la normal saliente del
cuerpo D.

Analizo la forma de D (la interseccién de las superficies que lo envuelven):

z = x? >z > 0 - cilindro parabélico (1) — para arriba

x = z? 2>z = +/x — cilindro parabélico (2) — acostado
y=0 -planoxz;y =3

Por los datos del enunciado conocemos los limtes de zy de y:
0<y<3 y x2<z<+x
Para hallar los limites de x busco las intersecciones de los cilindros
parabdlicos:

Sx=z2=x*)?=x* 5 x=x* 5x=0vzx=1
0<x<1
Sean: A;:lasuperficie de la frontera de D contenida en el planoy =0,

A; : la superficie de la frontera de D sin A;
S : toda la superficie fronterade D > S= A;U A,

{Z=X2
x = 72

Para calcular el flujo sobre A, (que es la que piden en el enunciado) voy a
analizar si se cumplen las hipétesis del Teorema de Gauss. De esta manera,
calculo el flujo sobre Sy le resto el de As.



v

v

D es una region compacta de R 3 cuya frontera S estd orientada hacia el
exterior (ver normal dibujada en el grafico)

= .p3 3 = 0 3
F:R®*>R%on F,, ., =(Pyyz Quyn Ruyn): P.QYReC*(R?)

pues son funciones elementales - |E cC OO(R3) N Eec C 1(R3)

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto:

[[.F.ds = [[]. div.F.dvol = [[[ (0+2+0).dvol=2[[[ dvol=

31X 31 31 2
= 2[ [ [ dzdxdy = 2[ [(Vx - x* Jdxdy = 2] dy=23=2
00 00 0

X

N}

Para calcular el flujo sobre la cara que tengo que descontar, parametrizo

esa superficie. Plano y = 0 = plane
5(x,z):(X,0,Z) s 0<x<1, x?<z<4/x z 7 =%

N =(0,-1,0)=n

Calculo el flujo sobre A;:

[[, F s =[] Fopds =] Fuon(0-10).ds =

- J'J'Al (sen(O.z) ,2.0+2z,e*° )(O,—l,O).d§ :”m —z.d5 :j'JJ?— zdz.dx =

X L 2 5\
2




77.

Sea el campo escalar f(x,y,z) = 3y Calcular el flujo del V f a través de la
superficie frontera del sélido W= {(x,y,z) e R®: 22+ y*<4;x20;x+z< 8}.
Indicar en un grafico el sentido de orientacidén utilizada para la normal a
la superficie.

Analizo la forma de W (la interseccién de las superficies que lo envuelven):
z2 + y? = 4 - cilindro,radio 2 con eje = eje 'x’

x=0 - planoyz
x+z=8 - planox =8—2z (ylibre)

Dibujo la interseccion de esas superficiesuZ
i B
|
|
|
| L
| 2 -
I adl
™ Z ¥y
g =0
[ & X=

x+Z=8

Por los datos del enunciado conocemos los limtesde x: 0< x<8-z

Sea Fooysy = Vi = (0,6Y.0)

(x,y.2)

Como piden calcular el flujo en un campo R3, voy a analizar si se cumplen las
hipdtesis necesarias para utilizar el Teorema de Gauss:
Sea S la superficie frontera de W

v' W es una region compacta de R 3 cuya frontera S esta orientada hacia
el exterior (ver normal dibujada en el grafico)

v If(xvyvz) = (P(x,y,z)’Q(x,y,z)’ R(x,y,z))v donde P,Q y ReC Oo(RS) pues
son polinomios, . FeC*(R®) > FeC*R?®



Se cumplen las hipotesis, por lo tanto:

[[[F.ds=[[[ div.F.dvol=([[ (0+6+0).dvol=6][[ dxdy.dz=

Por la forma que tiene W conviene hacer un cambio de variables a
cilindricas:

Proyeccién de W

sobre el plano yz G oorny =(x, r.sen(1), r.COS(1))
y A

0<r<2,0<t<2r
/-\z 0<x<8-z = 0<x<8-r.cos(t)
\/2 ~ Jacobiano=r

Entonces:

cambio
var |ab|e

J-Zzz‘[ J-8 r.cos(t) ﬂ'\ dXdrdt—GJ- J‘ r(8—l’ COS(t)) dXdrdt_

= 6j02” IOZ (8r - rz.cos(t))dr.dt = 6[02” (4r2 — %.cos(t)}

r=2

dt =

r=0

= 6.[ (2 e cos(t)j dt = 48j 2 —% cos(t).dt =192

j L Fds=192x
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78. Sean los campos vectoriales ?(x, y,z2) = (2x ,—2yz,2° —xy) y

g(x,y,2) :(klx Ky, ksz) con ki, k2 y ks € R. Sean las superficies
Sean las superficies Si: X2 + (y-4)> +22=1 y Sy x*> + (y+6)* + 22 =%
Encontrar ki, kz y ks de modo que los flujos exteriores de T através de

S:1 y de § a través de S; sean iguales y que el producto ki.k..ks; sea
maximo local.

Analizo las superficies:
Si: X2+ (y-4)2 + 22 =1 - esferaradio 1 centrada en (0,4,0)
Sa: X% + (y+6)? + 22 = ¥% > esfera radio % centrada en (0,-6,0)

Z4

N

_J y

St

Sea W3 y W, los sdlidos contenidos por S; y S, respectivamente.

v" W1y W, son dos regiones de R 3 cuyas fronteras son S; y S, estan
orientadas hacia el exterior.

v Ty ﬁestén definidas en R3 2> R 3, C( R3) pues sus componentes son
polinomios, por lo tanto f e C*(R®) , g e C*(R?)

Se cumplen las hipoétesis del Teorema de Gauss, por lo que:

HS ?.dézmw div.fdvol y HS gds me div.g dVol

Hallo las divergencias:

Sean f =(F1,F2,F3) y 5-:(61162 163)

div.?:%+%+ %:2—22+22:2:div.?
ox oy 0z
divg =28 %2 By sk = divg

oXx oy 0z



Las dos divergencias son reales, por lo tanto, el flujo es proporcional al
volumen. Al ser proporcional del volumen puedo “desplazar” las
superficies, centrandolas y haciendo mds facil la parametrizacién y su
integracién, o puedo usar alguna “formulita” conocida para calcular el
volumen.

V0|:4ﬂ?;r3
—
—_ - 8 — -
jslf.ds:jjjvg.dvmzz ﬂvgvngn:jslf.ds
[ ng.dg = jjw (k, +K, + ks Javol =(k, +k, +k, [ jjw dvol = (k, +k, +k3)%: [ Lzﬁ.dg
3
VoIJ%L
stl?.dgzjjszﬁ.dg—)%z(kl+k2+k3)% N %:(kl+k2+k3)—>

(k, +k, +k;)=16 — k, =16k, —k,
Analizo el dato de que ki.k2.k; sea maximo local.
ky ks ks

N ’ 9
sea h(a,b)=(16-a-b).ab=16ab-a’b-ab
Busco los valores de ay b en los que se anula el gradiente
g—Z(a,b) =16b-2.ab-b’=0 (1)—>b=0; 2.ab=16b-b’
oh 2 2
%(a,b) =16.a-2ab-a"=0 (2)—>a=0; 2ab=16a-a

—16b-b*=16.a-2a°

0 PC, =(0,0)
a=
b=0—2 316a-a’=0—16.a=a? —><

a=16 PC, =(16,0)

b=0
a=0—Y 316b-b?=0—>16b=b?> > -

<b=16 PC, =(0,16)
a=b—® 316a--2a’-a’=0— azl%:b 16 16
| a=3 b PCF(?EJ

251 J

——



Ahora analizo si son maximos locales mediante el hessiano:

o°h o°h
—(a,b) —(ab
H(ab):aaa( ) @ | -2 (@6-2a-20)
"7 19%h o%h (16—2a—2b) -2a
——(@b) ——(a,b)
dba obb

= 4ab— (16— 2a—2b)’

Especializo en los P.C. hallados y observo en qué puntos H(a,b) > 0 y

o%h

——(a,b) <0 (condiciones para que los puntos sean maximos locales)
aa

2
Z—h(a,b) — 2b <0 —PC, = (0,0),PC, = (16,0) se descartan
aad

PCs=(0,16) > H=4ab —(16-2a-2b)? > H=-256< 0 - se descarta

PC4= (% , %) - H =4ab - (16-2a-2b)* >

2
> H-= 2\26>0 A 2 h(%,%)<0—>méximo local
aa

e
Se encuentra un maximo en (a,b) = (Q,E)
3 3
re
16 16 16

5>k =16-k,—k, =16-—-— ===k
1 2 3 3 3 3 1

Por lo tanto, los ki, ka2 y ks que cumplen lo pedido es




79.Sean H = {(X y,z)eR*:12x* +y* <z7<8- y2} y el campo vectorial

f(x,Y,2) =(g(x)+z,y+9(x),2z+g(x)) con geC*(R)
Sabiendo que div.?(x, v,2)=k y que el flujo de T a través de la
superficie frontera de H orientada hacia el exterior de H es igual a 160m,
determinar f de manera que f(0,0,0)=(111).

Analizo la forma de H (a través de la superficie frontera):

{ZX2 +y?=z = Paraboloide eliptico f

8— y2 =7 =>» Cilindro parabdlico invertido :

Sea S la superficie frontera de H, analizo si se cumplen las hipdtesis del
Teorema de Gauss

I) Sea f(x,y,Z) = (P(X,y,z) ! Q(X,y,z)’ R(val)) A R*—>R%e Cl(Rs.)' pues
P(x,y,z), Q(x,y,z2) vy R(x,y,z) son sumas algebraicas de funciones
elementales y funciones C! (R), por enunciado, f € C! (R3) v

II) S esuna superficie orientada hacia el exterior. v
) Hesunaregién en R3 contenida por la superficie S. Vv

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto: HS fds :IIIH div. f dVol =1607
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Calculo div.?(x, y,2) = a—P(X, Y,2)+ @(X, Y, 2) +8—R(X’ y,z) =Kk
OX oy oz

Por lo tanto, calculo el volumen para conocer el valor de k (para integrar
paso a coordenadas cilindricas) pues el flujo resulta ser proporcional al
volumen

Hallo la interseccidon de las superficies (cilindro parabdlico y paraboloide
eliptico) para analizar la regién de integracion. v A

2?4y 2x2+2y* =8
X’ +y’=1
C:{ y >2x2+y2=8—y2—>< X' +y =4 2

8- yz =1Z cilindro radio 2 K/ = %

centrado en eje Z

j=r

0<r<2

O i =(r.cos(t), r.sen(t), z) 0<t<2r

2x? +y?<z7<8-y?
Hr_J

%K—J
() (2

Coordenadas cilindricas:

CV.
@ 2x*+y? Z oy cos?®(t) + r?sen?(t)
CV.

(2) 8-y? ;8—r23en2(t)

Por lo tanto:

jacobiano

vol, = [[. dx.dy.dzc;y. [[] oo rdzdrdt=

2.r2 cos? (t)+r2sen?(t)
= J-OZH IOZ [8— r’sen’(t) - (2.r2 cos’(t) + rzsenz(t))]r,dr,dt =
= j;” I028r —r’sen®(t) — 2.r’ cos®(t) — r¥sen®(t).dr.dt =

_ 2m 2 B 3 2 _ 3 2 _ 27 (2 B 3 _
—J'O IO 8r—2r-sen(t) — 2.r° cos(t).dr.dt _jo J'O8r 2redr.dt =

—2rd




=2 [ ar—ridr.t :2]02”(2# _%‘j‘ (Z)dt =2 "4dt=8"dt =167 ~Vol,

Hallo el valor de k:

por
enuncuado

,_fH 167
[I. F.as= ][ div.favol =k[[[dvol Z 1607 — k=10

Entonces:

k

. — OP oQ oR =

div.f =—(X,y,2)+—(X,vy,2)+—(X,y,2) =10
ax(y) ay(y) az(y)

Hallo las derivadas que participan en el calculo de la divergencia:

( oP ,
P(X’y’z) =g(X)+z - &(x, y,2)=9"(x)
oP
{ Quyn =Y+9(X) —>—(xy,2)=1
oy
R(X,y,Z) - 22 + g(x) —> aa_l:;(x’ y1 Z) = 2

\
div.f =g'(X)+1+2=10 > g'(x) = 7—"2 =, g(x)}=7x+C (CeR)

Especializo en (0,0,0):

X enunciado

—

f(o,o,o) = (g(o) +0,0+9 , 20+ 9(0)) = (1’1’1) =g =1
S0 =70+C=1->C=1
g(X) = 7.X +1

f(x,y,2)= (7Tx+1+2z,y+7x+1,22+7x+1)

——
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80. Sea el campo ?(x,y,z) :(azx—ax,bzy—by,abz) con a,beR
Sea la region D={(X,y,Z)eR3ZOSXSl;OSySl;OSZSl}

Hallar, si existen, los valores de a y b para que el flujo de a través de la
superficie frontera de D sea minimo. Considerar la normal saliente al
soélido D

Analizo la forma de D:
0<x<1
0<y<1 - Esuncubodelado 1, en el primer octante
0<z<1

Por la forma de D puede ser que para calcular el flujo de f sobre la

superficie pueda utilizar el Teorema de Gauss. Por lo tanto voy a verificar si
se cumplen sus hipétesis:

rs r 0 3.
) sea Ty =(Payn Quyor Ry ) i T C7(RY), pues Ply.a),
Q(x,y,z) y R(x,y,z) son polinomios = fect (R3) v
I)  Sea S la superficie frontera de D, una superficie orientada hacia el
exterior.

) D esuna regién en R3 contenida por la superficie. Vv

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto: ”s fds =JJ]D div.f dvol



+6Q

oP
div.f =2-(x,y,z X,V,2)+—(x,y,z)=a’—-a+b’-b+ab
a(Y) 6y(y) a()/)

Por lo tanto el flujo es proporcional al volumen (pues div.f resulté ser un
escalar con una funcién que depende de las variables a y b). Entonces, para
encontrar el minimo valor del flujo alcanza con encontrar los a y b que
hacen que el resultado de esa ecuacion sea minimo.

Sea g(a,b) = a*> — a + b?> —b + ab, calculo sus minimos (minimizando esa
funcién). Para eso observo en qué puntos (a,b) el gradiente de g se anula:

Z—g(a,b):Za—l+b=O—>b:—2a+l
a

%(a,b)=2b—1+a:0—>a:—2b+1

—>b=—2(—2b+1)+1:4b—2+1—>b=%—>a:%

Como es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, el resultado es
Unico. Ahora analizo si es un minimo local mediante el hessiano:

2
99 (a,b) “J@b) 1
L S
—=(a,b a,b
G‘ba( ) 6bb( )
f—_}%\

2
|H(a,b)|=3>0 Az—g(a,b)>0:. es un minimo relativo
aa




81. Sea If(xyyyz) = (2xy, X — y2 , 32). Si ¥ es la superficie X’ + y?+ 22 = a?,

determinar el calor de a € R para que el flujo del campo F a través de
¥ valga 32m, considerando el campo de vectores normales orientados
hacia el exterior de la superficie.

Por la ecuacién dada, veo que S es una esfera (sélo la superficie) centrada

en el origen y de radio a.

Voy a analizar si se cumplen las hipdtesis del teorema de Gauss, para
calcular el flujo de F sobre 5.

Sea W el sélido encerrado por 5.

v" W es una region de R 3 cuya frontera es la superficie S

v" S es una superficie orientada al exterior

V' Fyn = (P(X'ylz),Q(X’y'Z), R(X’y’z)) : como P, Q y R son polinomios >
€c"> Fec”(R?) >F eCH(®?)

Como se cumplen las hipotesis: IIZEdg :_U'[N div.F dVol

div.F = P'xX+Q'y+ R'z=2y—2y+3=3=div.E

volumen de

4z .radio®
la esferai————

X enunciado

N /—/é 4 3 -~
Fds=[[[ 3dvol=3 [[[dvol =3.2%% _47za°® = 32z
JIFas=][], JIl 5

4ra*=32r >a*=8—>a=2

a=2




82. Hallar a>0 tal que el flujo de If(x,y,z) = (2X,2y,22)con normal

exterior a las superficies definidas porx+y+z=a,x=0,y=0,z=0 sea
8.

Sea W el sélido definido en el enunciadoy Ssu 1
superficie frontera.

z
Analizo la forma de W: T

X+ Y+ z=a —> plano inclinado

x=0
y =0 +1°0octante
z=0

Voy a analizar si se cumplen las hipdtesis del teorema de Gauss, para
calcular el flujo de F através deS.

v' W es una region de R 3 cuya frontera es la superficie S

v" S es una superficie suave orientada al exterior

v E(x,y,z) = (P(nyyz),Q(x,yvz), R(nyvz)) :como P, Q y R son polinomios =
€C”> FeC”(R®) >F eC'(R?),

Como se cumplen las hipotesis: J‘J.S F.ds :JIJW div.F dvol

divF =P'x+Q'y+R'z=2+2+2=6=div.F

axa

VOIAW /_JL /—)L x enunciado
JI, Fds=[[[, avol = 6]]], dvol =6, 2228 XAWIA g0 g

a®=8—-2053=2




83.Sean f, , = (y2 —Xxz,2° —3yz,x* — ZZ) y el cuerpo D definido

por Z>+/X*+2y?,Z < y+2. Calcule el flujo de f a través de la

frontera de D y, en funcion del resultado obtenido y de cdmo ha elegido
orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o saliente de D.

Sea S la supericie frontera de D.

Analizo la forma de D:

los puntos de adentro

7> 4x*+2y? — {del semicono eliptico

vertice (0,0,0)

{Ios puntos de abajo
1<{y+2—>

del plano z=y+2

Analizo la proyeccion de D en el plano xy:

Por la forma que tiene D, para hallar su proyeccion busco la interseccion del
semicono con el plano inclinado.

: 12+V8
JXE+2y2 =y +2

{z=w/x2+2y2 N x2+2y2:(y+2)2 )

Z=y+2 X2 +2y? =y  +4y+4
X
X +(y-2)" =8 — |
Entonces, la proyeccion en el plano xy es: X* +(y—2)2 <8
X =r.cos(t)
y=rsen(t)+2 ) — X2+ 2y? <7< y+2
%/—J

=1 \/rz cos?(t)+2rsen?(t)+8rsen(t)+8 r.sen(t)+4
o<t<2n
0<r<+8

\/rz cos®(t)+2r’sen’(t)+8rsen(t)+8 <z<r.sen(t)+4



Voy a analizar si se cumplen las hipdtesis del teorema de Gauss, para
calcular el flujpde f atravésdesS.

v" D es una region de R3 cuya frontera es la superficie S

v" S es una superficie suave orientada al exterior

v Foya = (P(nyyz),Q(nyvz), R(nyvz)) :como P, Q y R son polinomios =
€C”> FeC”(R’) >FeC'(R?),

Como se cumplen las hipétesis: ”S fds :”ID div.f dvol

div.F =P'x+Q'y+R'z=-z-32—-2z =—6z =div.f

\/r cos +2r sen ()+8rsen(t)+8 <z<rsen(t)+4

jacobiano

ijds_-szdVol -3[”[ j e | 20zOrdt=
rsen +4

2 cos? (t)-2rsen”

.[2”.[[ : \/r cos’ (t)+2r’sen ()+8rsen(t)+8dr o=
=—3J‘02”'[0J§{(rsen (\/r cos” (t)+2r’sen’ (t )+8rsen(t)+8)2}dr dt =
= —3J'Z”J'J§r[rz.sen2 (t)+8r.sen(t)+16-r’ cos’ (t) - 2r’sen’ (t) - 8rsen(t) -8 | dr dt =

:_3'[2”J. 8-r?cos? t)—rzsenz(t)Jdr dt=—3j02”jfr[8—rﬂdr dt =
L

3

8r-r
4

= —3J'02”4r2 —%

J8

. 16 o
dt=—3j 32-16 dt:—96ﬁ=j Fds
0 0 S

—967 = HS Fds

La normal adoptada apunta hacia afuera del sélido. Como el valor hallado
es negativo, entonces el flujo tiene el sentido contrario a la normal
utilizada. Por lo tanto, el flujo es entrante.
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84.5ea F :R° —> R%un campo C? tal que el flujo de su rotor a través de la
superficie descripta por X = y2 + Zz, X <1 considerando la normal de
componente x positiva es 2. Hallar el flujo del rotor de F a través de la
superficie descripta por (X —1)2 +y®+2z°=1 x>1 |, consideran

la normal de componente x positiva.

Sean S; la primera de las superficies del enunciado,
S, la segunda de las superficies del enunciado,
5T=Sl U 52 \

W el cuerpo cuya frontera es St

8Analizo las forma de las superficies y de W:7 A

X = y* +2° — paraboloide en eje x

S : los puntos del paraboloide
X<l— Y

atras del plano x=1

esfera r=1
centro (1,0,0)

los puntos de la esfera
X>1—

(x—1)2+y2+z2 =1—>{
S,:

adelante del plano x=1

El dato del valor del flujo dado en el enunciado es con componente x>0
para la superficie S1 pero, para resolver el ejercicio por el teorema de
Gauss, se necesita que la normal sea saliente. Por lo tanto, la normal de S;

necesito que sea con componente x<0 > ”S Fds =-2
1

v' W es unaregion de R 3 cuya frontera es la superficie St
v' Sres una superficie suave orientada al exterior

v FecC? (R3) (por enunciado) —F e Cl(RS)
Como se cumplen las hipotesis: ”S F.ds :ﬂjw div.F dVol

Como EECZ(RS)Q diV(I‘Ot.E)ZOQHSﬁ.dE:O
Sy =8,US, > [[ Fds=[[ Fds+[[ Fds —|[[ Fds=2
1 2 2

H_J
0 -2




Capitulo VIII:

CIRCULACIONES

En este capitulo veremos ejercicios de Circulaciones,
tanto de R 2comode R 3.
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CIRCULACIONES sobre curvas

Un campo vectorial representa la forma en que se distribuye una magnitud
vectorial en el espacio. Asocia un vector a cada punto del espacio. Lo que
en esta materia se llama circulacion en Fisica se la conoce como trabajo ya
que es el trabajo que ese campo vectorial realiza para mover una particula
alo largo de la curva.

Para entender el concepto de circulacion, traigo el concepto expuesto por
Marsden-Tromba en el libro Cdlculo Vectorial en el que explica que piensa a
“F como un campo de velocidad de un fluido”. Por eso importa el sentido en
gue se analiza la circulaciéon. Para el caso planteado recién, no es lo mismo
el agua que sube a un tanque que si bajase. De ahi que no es un tema trivial
el signo de la circulacidn hallada.

Para hallar el valor de la circulacion se tiene en cuenta, como lo escribi en el
parrafo anterior, punto inicial y punto final y se obtiene calculando la
integral curvilinea de F a lo largo de C.

Sea C una curva (en R0 R3) y y(t) una parametrizacién de C, para

calcular la circulacién de E sobre C tenemos que:

Asi se calcula la circulacién por definicién. Pero existen teoremas que
facilitan el cdlculo, siempre que se cumplan las hipétesis respectivas. La
mayoria de los ejercicios en los que piden calcular la circulaciéon de F
(campo vectorial) sobre una curva, apunta a que utilicemos los teoremas de
Stokes y/o Green (que es una particularidad del de Stokes). Pero a veces
ocurre que piden calcularla en una curva NO cerrada, entonces calculamos
(generalmente) la circulacién sobre una curva cerrada y para esto
agregamos otra mas y asi la cerramos... entonces calculamos la circulacién
sobre toda la curva y le restamos la que agregamos. Bueno, esa circulaciéon
la tenemos que calcular con la “formulita” de arriba.
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Ademas, es Util recordar que si A es el punto de inicio y B el final de la curva
dada, tenemos que:

jfE.dT:-jBAE.dT

Para algunos ejercicios es prdctico tener presente que si un campo vectorial
es conservativo se tiene que:

donde @ es la funcién potencial de F .

Antes de empezar con los ejercicios, voy a “resumir” algo:

circulacién en R? 2 Green
circulaciéon en R 3 = Stokes

flujo del rotor - Stokes



CAMPO CONSERVATIVO

Muchas veces resulta conveniente utilizar las propiedades que tiene un
campo conservativo.

Para eso, hay que observar si se cumple:

) Dominio de f es un abierto simplemente conexo:
dom(?):Ra, 0 dom(T):{(x,y,z)eR?’:x>0;y>0}.,

por ejemplo. También puede ser en R2.

) TeCl(R3): verificar que las componentes son funciones

elementales o suma algebraica de ellas (trigonométricas,
exponenciales, logaritmicas, polinémicas)

) Matriz jacobiana simétrica (Campo irrotacional) en R 3

Sea f(x,y,2) = (P(x,y.z)’Qu,y,z) , R(x,y,z))
Para que J sea simétrica se tiene que cumplir simultdneamente

e
%gmMn=§}xmn
S xy =T xy.2)
%%x%ﬂ=%§@#¢)
En R?:

sea T(6Y) =Py Quuyn)
Para que J sea simétrica se tiene que cumplir que:

oQ _oP
&(X! y) - ay (X, y)
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Una vez que sabemos que un campo es conservativo, entonces tenemos
ciertos datos implicitos muy utiles:

e Si F es un campo conservativo, entonces existe una funcién

potencial ¢ tal que F. =V sabiendo que C va del punto

A al B, tenemos que:

= B -
§c Fupdl = J-Av¢(x,y)d| =Py ~ Pia)

e SjCesunacurva cerrada, entonces:

§CE(X,y)di =0

e Lacirculacién de F sobre una curva es independiente del camino.
Por ejemplo:
C: 7y = (cos(t) sen(t)) , t [0, 7]
Punto inicial A, punto final B.
A=y, =0L0); B=y( =(-10)
y
L:By=(-10), te[-1]]
Punto inicial A, punto final B.
A= B =(10); B= f,=(-10)
La curva Cy el segmento L, tienen el mismo punto inicial y el mismo
final.

Si F es un campo conservativo, tenemos que:

L Foydl = L Fapdl




EJERCICIOS
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85. Sean el campo vectorial F(x,y) = (4x —3y*, y* - 6xy) y la curva simple T de
ecuacion  paramétrica  g(t) = (3.Cosg(t),3.sen3(t)) , 0<t < Zorientada

segln la parametrizacion dada. Hallar la circulacién de F sobre T

Analizo la forma de T: Vu'l'=-2-?r
B
- = C
g(t) = (3.cos’(t)3sen’(t))  t [o, ﬂ 3
Trozo de circunferencia radio 3,
centrada en el origen. Al +=
Inicio = A= g(0) =(3,0); final =B = g(£) = (0.3) 3/ x'

Analizo el campo vectorial:

= . 2 = 0?2
v FiR*—>Roon R, =(Py, Quy) donde P,y Q,,cC R
pues son polinomios — F € C *(R?) —» F e C ¥(R?)

v" dom (|f) =R? (un conjunto abierto simplemente conexo)

v |Pay=4x-38y* >P' =6y ‘ . Matrlz
Vg N —>Q'y =P', > {Jacobiana
Quuy=Y —6xy —> Q'x =-6y simétrica

Por lo expuesto, F es un campo conservativo, por lo que el célculo de la
circulacidon de un punto inicial A a un punto final B es independiente del
camino que los une.

F
conservativo

— > - — >
Sea C el segmento que une los puntos A con B: L Fdl = L F.dl

Ci(t)=(3-3t30) ;tefo1] miclo=A=70=89" .4~ 33

final = B = y(1) = (0,3)

- 272 ot2 _ep2
1 12-12t A 54t-54t

[ Fadi= L(t)E(y(t)).y'(t)dt =[(4(3-3t)-3(3t) , (3t)* ~6(3-3t)3t)(-3,3)dt =

=j1—36+36t+81t2 + 27t —162t+162t2dt:—9:J‘ Edi o
o T jT F.dl=-9
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86.Sea F:R°® 5R°/F

oy = (Y2 KXY, x2+3x, xy)

a) Hallar k de forma que F sea irrotacional.

- - (OR 0Q P OR 0 oP

Fowa = (P(x,y,z)’Q(x,y,z)’ R(x,y,z))_’ rotf =| R_D P T A Q&
B oy 0z 07 oOx OXx oy

Fes irrotacional = rot.F=0=(0,0,0)

rot.F=(x—x,y—y,z+6x—z—kx)=(0,0,6x—kx)=(0,0,0)
—>6x—kx=0—>6x=kx — | k=6

b) Mostrar que la circulacion de F  desde el punto (-3,2,0) hasta

cualquier punto de la curva C ={(x,y,z) € R3:z+3x =54, xy =8/9, x > 0}
es igual a -6, para el valor de k hallado en el item a).

Piden hallar la circulacion de A = (-3,2,0) a B, donde B es cualquier punto de
la curva C. Entonces, parametrizo C (para conocer la forma de todos los
puntos de esa curva)

2+3x=54 —» 7=54-3x
x#0

8 —>C:&(t)=(t,§,54—3tj teR,,
Xy=— 225 y=— ot
9 9x

Analizo el campo vectorial:

v' Dom( F )= R 3 = es un conjunto abierto y simplemente conexo
v F:R®-R%on Fovy =Py Quyy Ruyy ) donde P,QyReC “(R?) pOr

ser sumas algebraicas de polinomios > FeC *(R®) —» FeC*(R®)
v’ Esirrotacional, por lo tanto, su Matriz jacobiana es simétrica

- F esun campo conservativo.

Como F es un campo conservativo, entonces 3¢:R® >R :F =Vg
siendo ¢ la funcién potencial de F .'.Iclf.di = Q) — Pa

Busco la funcion potencial:

- op Op Op 2
F=(P,QR)=Vp=| —,—,— |=yz+6.Xy, X2 +3X", X
(P.Q.R) (p(éxayazj (y y y)



int egro X
m.a.m

0
a_f: Yz +6.xy ——0,, —xyz+3x2y+5(yvz)

/iderivo en Y

Y 1) a—(0:xz+3x2+a—0[:xz+3xz—>6—0[=0—>5(y,z):ﬂ(

ay(l) 8y
6—¢:xy 2) Py = X2 +3XCY+ B, /

o1
/ Lderivo en Z

—_xy+ﬂ =Xy By =0-5,=K ;KeR
o1 (2)

2)

Por lo tanto, la funcidn potencial es:
By =X¥Z2+3X°y+K ; (KeR)

Como llamé B a un punto cualquiera que pertenece a la curva C, va a
— 8

tenerlaformade g = t,—,54-3t | ; teR
(t) ot >0

Entonces, sea C* la curva que une a A=(-3,2,0) con cualquier punto de la
curva C:

J.C*lf.di =Pe)~Pny =P s ~ @320 =

t 54 3t)

- [t.%(54—3t)+3.t2.% )—(—3.2.0+3.(—3)2.2)=

:[g.(54—3t)+tgj—(54)=48—§t+§t—54=—6
9 3 3 3

Por lo tanto, para todas las curvas que unen a A=(-3,2,0) con C, que
llamé C*:
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87. Sea F(x,y)=Vf(x,y), siendo f(X,y)=€"y.Sea C=C; UC;siendo C;
el segmento que une el punto (2,2) con el (3,4) y C; el segmento que une
el (3,4) con el (4,7). Justificar cémo se determina el valor de F . Indicar en
un grafico la orientacion elegida para C.

Sean A= (2,2), B=(3,4) y C=(4,7)

) y
7l C
CE
4 B
2 A /Cl
X
T : T ‘;—
2 3 4

Analizo el campo vectorial:

v f:R*>R, feC~”(R? pues son polinomios con exponenciales,
. Vf eC*(R?)> F eC “(R?) —» F eC{R?)

v dom (If) _R? (un conjunto abierto simplemente conexo)

v' como fEC™ (R 2) > las derivadas segundas cruzadas son iguales, por
lo tanto, la matriz jacobiana de F = Vf es simétrica.

—

Por lo expuesto, F es un campo conservativo y f(x,y) es su funcién
potencial por lo que, para calcular la circulacién sobre C, que va del punto A
al punto B, se puede utilizar:

[Fdi=[ vidi=fg -1,

LF.dI =fn = T




88.Sea F :(P(X'yvz),Q(X’yyz),O) un campo vectorial C* (R 3 con

VX E = 6 Hallar la circulacién de F a lo largo de la curva parametrizada
por 7 = (2.sen(t) 1, 2.COS(t)), te (0,72'), indicando la orientacién
elegida. Graficar.

Como lfeC3(R3)_>dom(|f)=R3 > es un conjunto abierto

simplemente conexo y es irrotacional (o sea, con matriz jacobiana
siimétrica), entonces, F es un campo conservativo, por lo que el valor de

la circulacién que une un punto A (inicial) con uno B (final) es independiente
del camino. Por esto es que voy a elegir una curva C “linda”... o sea, un
segmento que va de A a B.

Sea C; la curva del enunciado. A
C, 1y =(2sen(t) , 1, 2.cos(t)), t (0, 7) 2
Y
{A 70 =012) >
H
B=y( =(01-2) - 5
F
conservativo
— > - — >
Sea C el segmento que va desde A a B: _L Fdl = L F.dl
A
A

C:A(t)=(0,1,2—4t) ;te[0,1]

. e . - y
. <|n|0|o =A =f(0) =(0.12) B (1) = (00,-4) ‘; ¢

final = B = #(1) = (01,-2) x B

—

Fdi= jc Fdi= jﬁ(t)ﬁ(ﬁ(m.ﬁ'(t)dt =
1

| (s Qo 0){0.0,-4)dt = IO dt.=0

0

kel

o'—.»—\
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89. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies z =xz+In(yz-1) ;
2x+ y?+22=7
Sea r la recta tangente a C en el punto (1,1,2) y sean A , B los puntos de
interseccion de r con los planos x = 0 e y = 0 respectivamente.
Calcular la circulacién del campo ?(x, y,Z) = (ezy,ezx,ezxy) a lo largo
del segmento AB

Buscar la interseccién de esas superficies parece algo horrible (y lo es).
Entonces, hay que apelar a la imaginacién y a los conocimientos globales de
la materia: Si lo que quiero encontrar es la tangente de una interseccién de
dos superficies, puedo hallar el producto vectorial de sus Normales... y asi
hallo la direccidn de esa recta.

Un ejemplito grafico para que se entienda el concepto:

; Ni z Nz . Nz N1
NixN2z
X Y X Y X Y

Para hallar esas Normales (Ns y Nt) voy a armar dos funciones:

Sean: S:xz+In(yz-1)—z=0; T:2x+y*+22-7=0
iy= X2 +In(yz-1) =2z ; Rpy=2x+y2+22 -7
Entonces podemos decir que S es el conjunto de nivel 0 de g y T es el

conjunto de nivel 0 de h. Como los gradientes de g y de h son
proporcionales a Ns y Nt respectivamente, entonces hallo Vg 'y Vh para

obtener las direcciones de Ns y Nt para hacer el producto vectorial entre
ellas, tal como lo expliqué antes.

vg(x y,z)z(g—i(x, y.2), %g(x, y.2), g—f(x, y, z)j

oy 5
oY) =2 N a12)=2
OX —>8X( 9Ly )
—Z?/ (x,y,2)= xyZ—1 _>%9(1,1,2) =2+—->Vg@lL2) :(2, 2,1):,“\]3
9 y 5% a19)-1
1 ) = —1 =)
> (X,y,2) =x+ ] P



Vh(x,y,z) = (g—: (x,¥,2), oh

oh
E(X' y:2), = (%.2) ]

oh
—(X, y,z)=2 _>@a12) =2

—(x y,2) =2y —>ay(112) 2t >Vh(112)=(2,2,4)=pN;

— —-»>—@112)=4
.02 S

Como para hacer el producto vectorial sélo necesito las direcciones de las
normales, entonces puedo tomar (arbitrariamente) A=p=1.

Ns x Nt =(2,2,1) x (2,2,4) = (6,-6,0) = la recta tangente a C tiene direccién
(1,-1,0) y pasa por el punto (1,1,2). Por lo tanto la recta tangente es:

r: (lelz) = 6 (11_110) + (1/1;2)
El punto A pertenece al planox=0—2>6=-1 2 A=(0,2,2)
El punto B pertenece al planoy=0->6=1 = B=(2,0,2)

h 4

Z A
Parametrizo el segmento: r AILD.
B(t) = (t+1,t+1,2) ; t€[-1,1] B#e____..':-e--"é‘"
B (t)=(1,-1,0) |
s -yr='=D‘
j f.d|=j f(B(t)).3'(t)dt =
X
efx X 30
j ~t +1 t+1)e?(t+1)—t+1)(1,—-10)dt =

=[(ettre? —et—e?)t=[ (~2e’thit =2 [ tdt =0

[ fdi-0
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90. a) Hallar la ecuacién del plano tangente a la grafica de z = In(2x+2y+1) en
el punto (0,0,z(0,0))
Sea f:DcR*>R/ f(x,y)=z ; f eCl(D), (funcién logaritmica),
por lo tanto posee plano tangente.

Sea Po =(0,0,20,0) = (0,0, f0,0) = (0,0,0) = Po
La ecuacion del plano tangente es:

of of
Z= f(xo,yo)+&(XO'yO)‘(X_XO)_'_E(XO!yO)‘(y_yO)
Tiy)ee—2 5Ty )2
ox 2x+2y+1  ox Y 2%, 42y, +1
Aixy)=—2 5 T y)=——
oy Y 2X+2y+1 oy o Yo 2%, + 2y, +1
2 2
2Xg+2Yo+1 2Xg+2Yo+1
0 S TEE— 0 v EE— 0
Z:f(xo,y0)+&(xo1y0)' X—Xo +5(X0vYO Y=Y |=
=0+ 2X + 2y — 2=2X+2y
20+20+1 20+20+1
1 1

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente en el punto Pg es:

Z=2X+2y

b) Sea C la curva interseccion entre el plano hallado en a) vy la
superficie z = x’+y?

Calcular la circulacién del campo f (x, y,z):(ey*zz,x.eym,ery*zz) alo
largo de la curva C

Analizo la forma de C:

z=x+ y2 =>» paraboloide centrado en el eje Z
Z=2X+2y => Plano con Normal =(2,2,-1) \



X2 +y? =2x+2y >
—>Xx*=2x+y*-2y=0 >
— (x=1) +(y-1/ =2

Por lo tanto:
oo (-0 =2
' 2X+2y=1

C es una curva cerrada. Ahora analizo f, pues si es un campo conservativo,
la circulacién sobre C vale cero.

f(x,y,2)= (e“zz, x.ey+22,2xey+22) - como las componentes de f son
polinomios y exponenciales entonces f € C* (R3), dom(f) = R?, esta
definido en un abierto simplemente conexo. Ahora falta analizar si la
matriz jacobiana es simétrica (o sea, si es irrotacional)

- [0R 2Q oP oR oQ oP
(x.%,2) =(P(x,y,z)’Q(x,y,z)'R(x,y,z))_’ rot. f =(___ T ___Jz

—|

oy oz x  x oy

= (2xe7 % —2xe¥% | 207 — 207 | @ _g¥" )=(0,0,0)=rot.f

Por lo demostrado se puede afirmar que f es un campo conservativo
Entonces:
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91. Sean F un campo vectorial C}(R 3) con matriz jacobiana simétrica

siendo g(x,y,z) = ax? + y + 5z +3 la circulacién de F sobre el segmento
que va desde los puntos (0,0,0) y (x,y,z). Determinar el valor de a € R

sabiendo que la circulacion de F sobre el segmento que va desde los
puntos (1,1,1) al (2,-2,2) es - 4.

Como lfeCZ(R3),eI dominio es R3 que es un espacio abierto

simplemente conexo y la matriz jacobiana es simétrica entonces F es un
campo conservativo. Por lo tanto la circulacién de cualquier curva cerrada

es 0.

Sean: A=(0,0,0), B=(1,1,1) y C=(2,-2,2) C
y C= E ) ﬁ O C_A

A,

B .

>N

Hallo los valores de las circulaciones sobre AB y CA

AB

[ Fdi=g(B)=g(l1l)=a1’ +1+51+3=[a+9= ﬁE.di

Ja\E'di =T I*E-di =-9g(C)=-9(2-2,2) =a2* +(-2)+5.2+3=
=—4a-11=[_FdI
cA
Por lo tanto:
fo+ Fdl fﬁﬁdi I@E.di fcgf.di
™ — —— —_——

0

=a+9+ -4 +-4a-11->3a=-6—>a=-2

a=-2




92. Sea ¢ € C? (R 3) demostrar que F = @V @ es un campo de gradientes y
calcular LAB F.dI sabiendo que $(B)=6y LAB Vgo.di =2
(A y B son los puntos inicial y final del arco de curva suave Axg)
Sea ﬂ:%z - Vﬁ=2¢)¥=¢V(p—>Vﬂ=¢V¢
v" Entonces, encontré una funcién potencial de F tal que F = vpg
v $eC’(R*) > VgeC'(R®) > F eC'(R?)

v dom(F) = R® - conjunto abierto simplemente conexo

Por lo tanto, F es un campo conservativo 2 F es campo de gradientes
Ahora calculo la circulacidn que pide el enunciado:
Tengo el dato que LAB Vedl=2:

LAB Vodl =pg) —@un =6-¢un =2 ¢, =4

Fes

conserv. ¢(B)=6

2 2 2 2
= i _9°® @mn — 6 4 36-16
[ Fdl = bop=Pw="y =5 = 5= 5=y =10
[ Edi=10
JIAB
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93. Dado f(x,y,z) =(y+h(xy) , X+h(xy) , Z+3h(xy) )con h:R—>R y f

continuo en R?, calcule la circulacién de falo largo del segmento AB
desde A=(0,0,6) hasta B=(X,,Y,,Z,)con X, >0, sabiendo que el
segmento tiene longitud igual a /24 y esta incluido en la recta de
ecuacion X = (t, 2t, 6—t) conteR.

sea f, =(t,2t,6-t) — ', =(L2,-1)

A=(0,0,6)=F, =(tr,2t,,6-t,) > A=J,,
B:(XO’yO’ O)Zﬁ(tl):(ti’Ztl’B_ti)

Voy a utilizar el dato de la longitud del segmento:

|B—All=[(t, 2t,,6-1,)=(0,0,6)] =\t +(2t, ) +(6-t,—6) =
—Jot> = 24 >t2=4—80 5t -2 50<t<2
X enunciado

Calculo el valor de la circulacién pedida:

Jis AT =], T dt__[(2t+hm by o (6-1)+30,, (L2 -L)dt =

j02(2t+hm +2 (thg, ) - [(6 t)+3ht2t])dt:
J

)dt=

N

(2+ ) +2+ 20, ~6+t-3N

0 t (t2t)

N

j (5t-6)d :——6t

0




——
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Teorema de GREEN (curvas en R ?)

En esta seccidon encontrardn ejercicios donde piden calcular la
circulacion en curvas en R ? pero también pueden pedir calcular
voliumenes o areas, donde la proyeccion es una superficie cerrada por una
curva.

Para todos los casos, se necesita verificar que se cumplen las
hipétesis del teorema:

v" D esuna region de R 2 compacta (o sea, no tiene “agujeros”)
v Fouy eC'(D), D= R? siendo F(xy) =(P(X’y),Q(X'y))

v" Cesuna curva, frontera de D, por lo que es cerrada, regular y suave
(puede ser suave a trozos)

Una vez verificado que se cumplen las hipdtesis, se puede decir que:

Cuando el enunciado pide calcular el volumen de un sdélido cuya
proyeccion es D, lo que tenemos que hacer es utilizar este teorema, y

= oQ P . .
buscar una F tal que _8 —— | sea la superficie “techo” del sélido
X

oy

dado.
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EJERCICIOS
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94. Sea el campo E(x, y) = (xy2 , QX y)) de clase €' en el conjunto
D cR? simplemente conexo cuya frontera es la curva C.
Hallar Q(x,y), con la condicién Q(0,y) = y*, de modo que la integral de linea

de F sobre C, recorrida en sentido positivo, permita medir el volumen
del sélido en R 3 limitado inferiormente por D y superiormente por
z=x%+y2.

Como D es una region de R 2, se la puede considerar como la proyeccién de
z=x’+y? en el plano xy. Entonces el volumen lo puedo calcular integrando la
funcién “techo”:

Vol = ”D (x? + y? Jdx.dy

Como se cumplen las hipdtesis del teorema de Green, pues por enunciado
Eecl(D c Rz), D es un dominio simplemente conexo y C es la curva

frontera de D (la supongo regular y suave por trozos), entonces:

. P E
§ dl = J‘J (@_a—]dxdy, donde F (xy)= (P(x,y)’Q(va))

Para calcular el volumen, tengo que hallar una Q(x,y) tal que Q’'x-P’y sea

X2+y2,
Foy = (Xyz ’ Q(w)): (P(x,wa(x,y)) Py =Xy’
0Q oP 6Q
P o=xy? 5>P'y=2xy > ——-—= —2xy = X% +
(x,y) y y y ox ay ox y y
_Q 2 2 integro en x m.a.m. 2 X3

=2Xy+ X"+ >Q(X, y) =X y+§+xy2+a(y)

3

Q(0,y)=Yy" =02y+%+0y2 +a(y)=a(y)-a(y)=y

3
Q(x, y)=><2y+%+><y2 +y*



95. Sea C la curva cerrada formada por la recta y=0 con 1< x< %; la

recta X=1con 0<y<2;lagrafica de y:g conl< x < 4; la grafica de
X

y= %—(x—4)2 con4<x<2.

5

2 4
¢Es correcto usar i: (_ y7 +x° y+ y4de + (XB + y3dey , para calcular el

momento estdtico respecto del eje x de una placa plana con densidad en
cada punto (x,y) constante e igual a 1, cuya frontera es la curva C ?
Justificar.

Y

Analizo la forma de C:

_n =>» segmento (a) 2
y=0; con 1<x<3

Xx=1 con 0<y<2 ~
y=2conl<x<4 = curva (c) @

y=+2—-(x-4) con4<x<2 S curva(d)

= segmento (b) 1!

Calculo el momento estatico de la zona gris (la llamo D y es la superficie

delimitada por la curva C) -
(x,y) ™

Sy = j ID YO,y -0y-0X i _UD y.dy.dx

Ahora analizo la integral del enunciado:

5

2 4
I =§C(—y7+x4y+yTde+(x?+ y3dey

2 4 5
Sean P(X)’) y2_|_xy+ Q(xy) +yxy F (P,Q)

Veo si se cumplen las hipdtesis del Teorema de Green:
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v" D es una regidn compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave
por trozos

v F:R? > R%on F

xy) = ( (X’y),Q(X’y)), donde P y Q son funciones

polinémicas > PyQeC *(R?) »>eC*}R?) > F eC}(R?)

Como se cumplen las hipdtesis del T. Green puedo decir que:

§C Proy @X+ Qe dy = HD (Q'x =P, Hx.dy

y2 4 y4 oP 4, .3
Piny=—"—+XYy+——>—(XYy)=-y+X +
(x.y) S PXYET 8y( y)=-y y

X° 3 oQ 4 3
=—+yYX>—(XYy)=X+
Quy) =Y ax( y) y
0Q oP 4,3
=~ =x"4+ +X'+y7)=
o -y +xt4y)=y
Por lo tanto:
_§( “—+X y+y ]dx+(x+y xjdy ” y.dy.dx = |
-1 =5
:”Dy.dy.dx
Entonces:

Es correcto usar la integral del enunciado para calcular el momento
estatico respecto del eje x



96. Sea el campo F (x,y)=(3x*=In(x*>+y?), y> + In(x2 +y?) ).
Hallar la circulacién de F a lo largo de la frontera de la regién
D={(x,y) e R2:x+y<10;x**y?224;x20;y=20}indicando en un grafico
el sentido de orientacidn utilizado.

Analizo la forma de D (a través de sus bordes): Y

(x+y=10—>rectay:10—x N
x? +y? =4 > circunferenciaradio 2
centrada en el origen
x>0 ; y =0 - primer cuadrante

2
/‘
"

Como piden calcular la circulaciéon de un campo R? - R?, analizo si se
cumplen las hipdtesis necesarias para utilizar el Teorema de Green.

v" D es una regién compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave (a

trozos), orientada positivamente
0 2
v F:R*>R%on R, =(Py,)Qy) donde B,,yQ,,cC (R

pues son sumas algebraicas de funciones elementales

—F eC”(R?*) > F eC(R?

Como se cumplen las hipoétesis del T. Green puedo decir que:

§c+ F.dl = ”D Q' —P", dx.dy

2y
P,n=3X*—In(x*+y?) >P', = -
(xy) ( ) Y (x2+y2) ' . 2(x+y)
2 Q'x—Py =15 2
X X2 +y

Quyp=Y +In(x +y )—> Q'sz

§ Fai=2f] Xxiz Y dxdy




Por la forma que tiene D conviene trabajar la integral con coordenadas

polares:
X = r.cos(t) con 0o<ts<m/2 Jacobiano=r
y =r.sen(t)

Para ver como varia r analizo la forma de D y observo que va desde la
circunferencia de radio 2 (o sea, desde r=2) hasta la recta y=10-x.

Y esa recta, en coordenadas polares es: r.sen(t)=10-r.cos(t) >
r.sen(t)+r.cos(t)=10 = r(cos(t)+sen(t))=10;

=>» como cos(t)+sen(t)=0 ocurreent=-n/4oent=3m/4..ycomo esos
valores de t NO pertenecen al intervalo a integrar entonces puedo
afirmar que cos(t)+sen(t) # 0,
por lo tanto : r(cos(t)+sen(t))=10 = r = 10 / (cos(t)+sen(t))

limitesder: 10
<r<
(cos(t) + sen(t))

Entonces:
cambil())I T Xty
variable - 10 Jac. ———— T —
= - X+Y. ™ ——— "~ r(cos(t) + sen(t
§ E di :2” y dxdy = 2J'J'cos(t)+sen(t) r Mdr.dtz
ot D XZ + y2 2 rZ
0 —

X2 +y?

V3 10
= 2[ 7 {0150 (cos(t) + sen(t))dr.dt =

2

= 2_.'0g (cos(t) + sen(t){(10 - 2]dt =

cos(t) + sen(t))

= 2'[0% (10— 2(cos(t) + sen(t)))dt =

- 4 (5—eostt) sen()) et ~ 2 5 107 -

§ Fdl=107-8




97.

Sean F (x,y)= ( 6xy> — b2y + 7by , 6x%y +2 abx + 2a%x ) y CcR? Ia
circunferencia de radio 4 centrada en el origen. Hallar acR,beR de

manera que el valor de la circulacién del campo F a lo largo de C
recorrida en sentido antihorario, alcance un minimo local

Analizo, dibujo y paramerizo a C:

Circ. radio 4 en el origen = x*+y*=4
7 (t) = (4.cos(t),4.sen(t)); t [0,27]
Sea D la superficie encerrada por C.

Analizo si se cumplen las hipdtesis del teorema de Green:

v D es una regién compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave (a
trozos), orientada positivamente

= . p2 2 = 0(p?2

v F:R*>Ron F, ) =(R,,,Quy). donde B,y Q,,eC (RY)
pues son sumas algebraicas de funciones elementales
—>FeC”(R?* —>F eCYR?

Como se cumplen las hipétesis puedo decir que:

ffa F.dl =”D Q' —P", Jx.dy
P, . =6xy>—b’*y+7by »P' =12xy—-b*+7b

(xy)™
Quuy= 6x°y +2abx+2a’°x — Q', =12xy ++2ab+2a’

Porlotanto: Q', —P', =2ab+2a® +b* -7b

Entonces:

AREA de D
o —_—
:f F.dl :” (Zab +2a° +b% - 7b)jx.dy: (2ab +2a° +b% - 7b)ﬁ dx.dy
[ D D
Resulta ser que la circulacion es proporcional al drea de D, siendo el drea un
valor que no varia... entonces, con hallar los valores de a y b que minimicen

(2ab+2a2 +b? —7b) se tendra el valor minimo local de la circulacién, que

es lo que pide el enunciado.
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Seah: R 2> R tal que h(a,b) = 2a* + b> +2ab— 7b

Busco los puntos (a,b) tal que h(a,b) tenga un minimo local entonces hallo
los puntos en que se anula el gradiente de h:

Vh(a,b) =(4a+2b , 2b +2a—7)=(0,0)

{4a+2b:0 b=-2a T sh=7

%
b+2a-7=0 |5y pgq_7_b-2a | 2(—2&1)+2a:7—>a:—Z

> PC:(a,b):(—%Jj

Analizo, mediante el hessiano, si es minimo local:
h'aa h'ab 4 2

H(a,b) = - —4
h'ba h'bb 2 2

H(—%,?):4 >0 Ah'aa > 0=en (—%,7) alcanza minimo local

Por lo tanto:

-
a=-—— b=7
;Y




98. Sea C una curva suave del semiplano superior, que une el punto (-4,0) con
el punto (4,0). Se sabe que el area de la region comprendida entre C vy el
eje X vale 5. Hallar la circulaciéon del campo

F(x,y) = (2xy3 +1, 3x°y? + 2X) a lo largo de C. Indicar en un
grafico la orientacion elegida para C.

Analizo la forma de D:

Sean C, el segmento que va del punto (-4,0) al (4,0),
Crlacurva unidonentre CyCy > Cr=CU Cx

D es la region del enunciado: c, = 6D

Dibujo un esquema: Y 4

jcq E.dT:jC E.dT+jC Fdl — jc E.dT:jc E.df—jc Fdl

Para calcular la circulacién sobre C analizo si se cumplen las hipétesis del
teorema de Green:

v D es una region compacta cuyo borde es Cr, una curva cerrada y suave
a trozos y orientada positivamente

= .2 2 = o 2
v F:R*>R%on ., =(R,,Qy,) donde P, yQ,,cC" (R
pues son polinomios — F € C “(R?) —» F e CY(R?)

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: §C+ Fdl = ”D (Q'X -PY )dx.dy

P,y=2Xxy’+1 —P", = 6xy?
(Yy) Y %QIX_PIYZZ
Quuy=3Xy* +2x —> Q'y =6xy’ +2
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Entonces:
AREA de D

—
§C ) ﬁ.dl’:ijz.dx.dy: 2”0 dx.dy = 2*5:10:& Fdl

Ahora calculo la circulacién sobre el segmento Cx:
Para eso, parametrizo Cx:
inicio: y(-1) = (-4,0)

-

final : y(1) = (4,0)

y(t)=(4t0);te[-11]>

—

y () =(40)

- - — 1
Fdi=[ Foor'Odt= [[ (2(at)0° +1, 3(4t)?02 + 2(4t))(4,0)dt =

= }_114.dt -4fi-(-1)]-8=] Fadi

Ahora puedo calcular la circulacion sobre C:

L E.di:jc E.di—jc Fdi =10-8=2

[ Fai-2




99.5ea F,, =(R,, Qu,) F:R?-{(0,0)}>R’con FeC" en su

dominio. Si (%—%)(x, y) =4 para todo (x,y) en su dominio, calcular

§c+ F-dl, siendo C una circunferencia con centro en el origen y radio R>1,

sabiendo ademas que para R=1 el valor de dicha circulacién es 2.

Sean C; la circunferencia de radio 1 centrada en el origen > §c* F.dl=2r
1

y D laregién encerrada por Cy C;

\y

Si “corto” la superficie D con dos curvas L; y L, igual direccion pero sentido
contrario, infinitamente proximas, sin alterar la superficie de D, me queda:

Y

jL E.di:—jL F.di

,ICIE.di:fZII {LlE,di
- . — . — - . T
SeaCr=CUC*1UL1UL29§ F.dI:IF.dI+ jF.dl +jF.d|+jF.d|
Cr C c* L L,
( )




| Fai= [Fai-27 - [Fai = fFai2r

Verifico si se cumplen las hipétesis del teorema de Green:

v" D es una regidon compacta cuyo borde es Cr, una curva cerrada y suave
a trozos, orientada positivamente

Y FEeCYR? —{(0,0)}) por enunciado

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto:

§CT+ F.dl = ”D(Q'x —P', Xx.dy

Area de D

——
. Fl = [[adxdy =4[] dedy = 4(rR?-7)= . Fal

jf.di — A7 R>— 41 +27

—_— >

§ Fdi=4zR*-2x




100. Hallar la circulacidbxdy) = 3X+*(X y)+2y, 4y* —X+*(X y))
feC? ( ) alo largo de la frontera de Ia region

={(x,y)eR2: X2 +y?—2x>20; x*+y*—4x<0; OSySX}
Indicar en un grafico el sentido de la circulacién utilizada.

Analizo la forma de D:

[x*+y?—2x>0 — (x-1)] +y? =1
- los puntos afuera de la circ. radio 1
centrada en (1,0)
X2 +y?—4x<0 > (x—2f +y* =4
- los puntos adentro de la circ. radio
2 centrada en (2,0)
0<y<x > los puntos entre el eje x

A

L recta y=x

Sea Cla curva frontera de D

Verifico si se cumplen las hipétesis del teorema de Green:

v" D es una regidon compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave a
trozos, orientada positivamente

S of 1p2
v F(x,y)z(P(x,y)’Qxy)) f eC*R* )_> o (X y) YE(X,Y)EC (R9)

—F eC'(R?)
Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: if Fdl = HD (Q'>< —PY )Jlx.dy
C

2

of ., o°f
P =3x+&(x, y)+2y ->P, = a_xy(x y)+2

(x.y)

of o7 f
=4y —x+—(x,y) > Q', =-1 ,
Quy=4Y X+ay(x y) > Q' +8yx (x.y)
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Como f eCZ(RZ) entonces az—f(x,y):az—f(x,y)
OXy OyX
. . o f o f
Q'x—PY =—1+M(X’ Y)—Z—a—Xy(X, y)=-3

Por la forma que tiene D, conviene trabajar con coordenadas polares.
X =r.cos(t)
- jacobiano=r

y =r.sen(t)

Analizo los extremos de las variablesry t
X° +y% =2x = r? =2r.cos(t) — =2 r = 2.cos(t)

X* +y® =4x > r? = 4.r.cos(t) —=>r = 4.cos(t)
Por lo tanto:
2.cos(t)<r < 4.cos(t)

Para saber cémo varia t tengo:

y=0—-1t=0
z)—>0<t<®
y=X-—->t==— 4
4
Cambio
variable jacobiano

ft; F.di ” 3dxdy-—3” dxdy = _3” r drdt=

saes0) % 2|4, cos(t) 3%
=-3 r.dr.dt= =——|{(4.cos(t) 2.cos(t)
[ Jranat =] = (oot et
3’2 34 i
:——I 16.cos” (t) —4.cos (t))dt =— I(12 Ccos (t))dt_—18jcos (Hdt=
20 20
:—18Ft+lsen(2t) %:—9(5+1 :-9—”-9:§ F.di
2 4 10 4 2 4 2
§ Fdl __ 98
¢ 4 2




101. Sea f un campo escalar CY(R? y sea
IE(X, y) = i (X, y) , i (X, y) + X |.Sabiendo que f (1,0) =4y
OX oy

f (-1,0) = 3, calcular la circulaciéon de F a lo largo de la porcién de curva
X% + y2 =1; y>0. Indicar en un grifico el sentido de circulacién elegido

Sean L el segmento que une los puntos (-1,0) con el (1,0), C la curva del
enunciado y D la regién que encierra la curva Cy el segmento L.

Analizo las formasde C,Ly D :

{xz +y% =1 ->circ. radio 1 centro (0,0)

y=0 - los puntos arriba del eje x

\
§.Fdi=[ Fdi+[ Fdi > [ Fdi-{Fdi—[ Fdi

SeaC*=CUL C*=o6D

Para calcular la circulacion sobre C* analizo si se cumplen las hipotesis del
teorema de Green:

v D es una regién compacta cuyo borde es C* , una curva cerrada, suave
a trozos y orientada positivamente

= 2 2 af af 1 2
Fooy =(P(x,y>’Q(x,y))* feC’(R%) - &(x,y) y @(x,y) eC(RY)

—F eC!(R?)

v

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: i F.dl = _UD (Q'x—P", Xixdy

of . 0%
P (xy) =Py =——=(xy)

*N™ ox OXy
of o°f
= — , = , 1
Quun= 5y oyl x= Q=7 (x )+
2 2
Como f eCZ(RZ) entonces (ZXI/ (X,y)zaay)f( (x,y)
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i
—(

QP = (0 y)+1-EE (i y)=1
o oyx OXy

area de D

.. Fdl = [[1oxdy = [[ dxdy = [”lezgzﬁj.m

Hallo la circulacion sobre L:

Parametrizo L:

L) =(t0); te [1,1]_,<i”i‘3i°=7(1) =(-10)

final = (1) = (L0)

y (1) =(0)

[l Fdi=[ Fror ®dt=](P,ey) Q) L0t =

por
enunc.

= £(10)- f(-10) = 4-3=1= Fdi




102. Sea f el campo ?(X, y) = (y—;, 2Xxy +g(y)) con g eCl(R).
Calcular la circulacién de f alo largo de la curva frontera de la region
:{(x,y)eR2:x2+y2§9;y2x;y2—x }
Indicar en un grafico el sentido de circulacién utilizado.

Analizo la forma de D:

x>+y?<9 > disco centrado de radio
maximo 3, centrado en el origen

Yy =X - los puntos que estan por encima
de la recta y=x
y2-X - los puntos que estan por encima

de la recta y=-x

Por la forma de D puede ser que utilice el Teorema de Green para calcular
la circulacién. Por lo tanto voy a verificar si se cumplen sus hipétesis:

1) Sea ?(X,y):(P(x,y),Q(X,y));?1R2—>R2€ Cl(RZ),

pues P(x,y) es un polinomio = Py, € C* (R ?) y Quy €s suma
algebraica de un polinomio con una funcién g€ C{(R ) 2 Q) € C*

(R?) v

) Sea C la curva frontera de D: D es una regidn compacta cuyo
borde C es cerrada y suave por trozos. Vv

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto: § fdl = ” [———jdxdy
y? oP
P(X,y)=——->—(XYy) =
(x,y) 5 6’y( y)=y Q @:Zy_y:y
oy

Qx, ) = 2xy + 9(y) a%‘f(x, y) =2y

Para calcular la integral conviene pasar a coordenadas polares:
n 3
B(r,t)=(r.cos(t) , rsen(t)); 0<r<3; %st < i

y jacobiano

f fdi=|] [6Q —apjdx dy= [ y.dxdycill E jj rsen(®). r drdt= E jos r2.sen(t) drdt =
4 4

ox oy
”Cﬁdi:g\/il

3

3. r
:jj sen(t).—
n 3 0

" -92

3
drdt = 9_[}” sen(t) dt = 9.(— cos(t))
n

ENTE Y

—
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103. Sea CcR? una curva cerrada, regular y simple. Si
j (7y—3x,4x—y)ds = —4r , calcular el érea de la regién encerrada por C.
-

Sean F:R?—R?, talque E(x,y):(P(x Qe ) (7y—3x,4x—-y)y
D la superficie encerrada por C.

v FeC”(R®) puessuscomponentes son polinomios = FeC GH)
v" D es una regidon compacta cuyo borde es C.

v" C es una curva cerrada, suave y orientada positivamente

Se cumplen las hipdtesis del Teorema de Green, por lo tanto:
0Q oP
g 7o =[] 52 Jovay

oP
P(x,y):7y—3x—>a(x,y): _)@_@ ,
%)
Q(x,y)=4><—y—>%(x,y)=4 X o

area de D x enunciado

§ =[] [aQ adeXdy I.- 3dxdy7—3m S

—3(4rea de D)=—47 — area de D = ~47  sreade D=2

area de D :ﬂﬂ'




104. Sea C la curva descripta en coordenadas polares por r = 2.sen(6),

con 0< @<, calcular J'|: dl donde F(Xy)

e indicar la orientacidn elegida.

Analizo la forma de C:

r=2sen(d)—r? =2.rsen(p)

r2
X24y?i=2.y > x*+y’-2y=0
Completando cuadrados queda:
x? +(y—1)=1-> circunferencia radio 1, centro (0,1)

r.sen(6)
-

Sea D la superficie que encierra C

. F:® >®%on F,, = ((x,y),Q(X,y)), donde P, ¥ Qy, €

(2xy+e X% + xy). Graficar C

C “(R?)

pues son suma algebraica de funciones elementales (polinomios y

exponenciales)
v" D es una regidn compacta cuyo borde es C.

v" C es una curva cerrada, suave y orientada positivamente.

Se cumplen las hipdtesis del Teorema de Green, por lo tanto:
o 0 oP
g 7o =[] 52 Jovay

P(x,y)= 2xy+eX2 - ZS(X, y) = 2X

s - @—@=2x+y—2xy=y
Q(x,y):x2+xy—>a—Q(x,y):2x+y
X
aQ P CA\H/‘ » c25en(0) y jacuEiano
§ _H =~_= dxdy:.”D y.dxdy:J.0 jo rsen(d). r drdt=
3 Zsen(a) 8 3r . p—
=I sen(t)— drdt = jsen (dt=2"F == fdi fy fdl=r
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105. Hallar 0 < a < 1 de manera que la circulacién del campo FE (x,y)=

(3y, 7x) a lo largo de la curva de ecuacién x° ,  y°

a?> (1-a)’

sentido antihorario sea m.

Sea C la curva del enunciado.

2

-1 recorrida en

Y
(1-a)

A

C
SRR S RN da en el ori /
B a2 (1_a)2 elipse centrada en e origen \V

con semiejesay (1-a)

Sea D la superficie que encierra C

Analizo si se cumplen las hipdtesis del teorema de Green:

X
D

v" D es una regién compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave

orientada positivamente

= . 2 2 = £ 2
Y FiR*5R%on Fyp)=(Ruy Q) donde Py, yQ,,<C (R

pues son polinomios — F € C “(R?) —» F e CY(R?)

Como se cumplen las hipoétesis puedo decir que:  por
enunciado

£+'E'dr=.[ID(Q'X_P'Y)‘jX-dy Z oz

Puy=3y =P =3
o Y, ->Q'y-P\ =4
Quy=7Xx— Q' =7

Entonces:

AREA de D area elipse

r= ifa Fdl = IID4.dx.dy = 4”0 dxdy = 4.7.a(1-a))=4r(a-a?)

7T=47T.(a—8.2) - 1:4(a—a2) — 43’ -4a+1=0 —>a:%

Por lo tanto:




1
a==>
2

106. Sea D la region del plano xy que se representa en el grafico,
calcule el area de D sabiendo que su curva frontera C admite la ecuacion

vectorial X =(1+sen(26),-sen(¢)) con 0<0<r.

P x

w
Fad

C

El teorema de Green relaciona una integral curvilinea con una doble. En
este caso es Util pues tenemos el dato de la integral simple y necesitamos
hallar un drea, para la que necesitariamos una doble.

C es una curva cerrada, suave y regular y D es un conjunto compacto, cuya
frontera es C. Por los valores de la ecuacion vectorial, la curva esta
orientada en forma contraria a la que se necesita para cumplir las hipétesis
del teorema. Para ello, tengo en cuenta que:

jfE.dT:-jBAE.dT

Solo queda definir qué pasa con el campo vectorial

F(x,y)z(P(x,y) ’Q(x,y)j que voy a utilizar.

Ademas, AD:” 1dxdy, entonces, creo una funciéon vectorial tal que
D

Q'x-P'y=1> 'E(X y) :(O, X) > F eC”pues sus componentes son
polinomios > F € C*

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: [[L Fdl = D].D(Q'X— P'y)dx dy

|
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Sea C :,B(t) :(1+ sen(Zt),—sen(t)) ,0<t<r —>B'(l) :(2003(2t),—cos(t))

Entonces:

A, =[ﬂ[Dldxdy:[ﬂ.D(Q'x—P'y)dxdy:[[b ﬁdf:—[[l: Edl =

= _I: lf(Bm).,B o dt = —J?(O,l+ sen(2t)).(2cos(2t),—cos(t))dt =

2cos(t)sen(t)

= —J‘Oﬁ—cos(t){u sen(2t) Jdt = '[Oﬂ cos(t)[1+2cos(t)sen(t) |dt =

0
/—/%

= J'O”cos(t)+ 2cos” (t)sen(t)dt =" cos(t)dt +I:2COSZ (t)sen(t)dt =

2 T 4
=—§c033(t)‘0 =3 A,

ol



107. Dado I?ZRZ—>R2/F(X,y)=((p(x),yX2)con FeCl(RZ),

calcule la circulacién de f a lo largo de la parabola de ecuacion Yy = X2
desde A=(0,0) hasta B=(2,4), sabiendo que dicha circulacién a lo largo del

segmento AB resultaigual a 2.

Sean: Celtrozo de pardbola y=x? que va de (0,0) a (2,4)
T el segmento que va del punto Bal A
Cr=CUT
D la regidén contenida por la curva Cr

A

v feC "(R?) pues sus componentes son C'y C~, respectivamente

v" D es una regidn compacta cuyo borde es Cr.
v" Cr es una curva cerrada, suave y orientada positivamente.

Se cumplen las hipoétesis del Teorema de Green, por lo tanto:

DL Fdl = ”D (Q'x— P, Jdx.dy
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oP
P(X,Y)—¢(X)—>5(X,Y)—O N @_a_P:ZXy
oy

Q(x, y) =yx* > 2—Q(X, y) = 2xy
X

[[LT+TdI—:J‘_[D(Q'x— P'y)dxdy :”D2xy dxdy = ZJ‘EI;Xxydydx::ZJ‘;%z i)z(dx:

- J'Ozx((ZX)2 —(xz)z)dx = J'024x3 —x5dx = % = DL*TdI—

Ademds, como Cr=CUT 2 ch F.dl =.[C E.dT+L Fdl

Como dato, el enunciado dice que la circulaciéon de A a B por el segmento
dado es 2. En este ejercicio, necesito la circulacién de B a A, por lo que uso

B— — A— -
la propiedad que dice que: IA F.dl= —IB F.dl.

Por lo tanto:

x enunciado

— e = - 22 — -
. Fdl=[ Fdi-[ Fdl =§—(—2)=?=jC F.dl
[ Fai=2
c 3




——
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Teorema de STOKES (curvas en R 3)

En esta seccidon encontraran ejercicios donde piden calcular la circulacion
en curvas en R3,

Para todos los casos, se necesita verificar que se cumplen las hipdtesis del
teorema:

v' S es una superficie orientable.
v' Cesuna curva, frontera de S, por lo que es cerrada, regular y suave
(puede ser suave a trozos), orientada positivamente

v F(x,y,z) (S Cl (S), S (e R3 siendO E(x,y,z) = (P(x,y,z)iQ(x,y,Z)’ R(X,y,z))
Una vez verificadas que se cumplen las hipdtesis, se puede decir que:

§c* F.di = ”Srot.ﬁ.dg =”Srot.l_f.ﬁ.ds = ”D rot.F .n.dxdy

D es la proyecciéon de S en el plano xy (para el caso que la mejor proyeccion
sea sobre xy)

Este teorema también relaciona el flujo del rotor de F sobre una superficie

abierta orientable con la circulacién de F sobre la curva frontera de esa
superficie, orientada acorde con la normal a la superficie. Entonces, si piden
calcular el flujo del rotor, alcanza con mencionar esto y calcular la
circulacidon de ese campo sobre la curva.

Para decidir si una curva esta orientada
positivamente (esto se da en curvas
cerradas), se utiliza la “regla de la
mano derecha”. O sea, con el dedo
meifiique de la mano derecha
recorremos la circulacién de la curva,
con el dedo pulgar apuntando hacia
afuera de la mano. Hacia donde indica
el dedo pulgar es el sentido que le
debemos dar a la normal a la superficie
que encierra la curva que estamos
recorriendo.

A
v




Algo importante para recordar de este teorema es que si la curva sobre la
que tenemos que calcular la circulacién encierra a una superficie S, no
importa la superficie que tomemos, hallar el rotor del flujo sobre la
superficie que elijamos nos va a dar el mismo valor de circulacidn.

Graficamente:

N=(x,y,z)

N=(-2x,2y,1) 2, f W01

V
N

§ F.di

Ijsrot.f.dg = I .[S rot.l_f.ﬁs ds = _”T rot.l_f.ﬁT ds = HU rot.l_f.ﬁU .ds

(siempreque C=0S =0T =06U)
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108. sea F un campo vectorial que satisface
VXF(x,y,2) = (-2x,3y-2,1-z) F eC* (R3) y sea C la curva en R® de
ecuaciones x*+y?=1; z=a.

Hallar a de manera que la circulacion del campo a lo largo de C orientada

de manera que el vector tangente en el punto (1,0,a) tenga coordenada y
positiva, sea —.

7 +MNs=0.0.1)

Analizo la forma de C:

x? +y? =1 >cilindror=1ejeenejez
{Z =a - plano que corta al cilindro
Sea S el disco radio 1 centro (0,0,a) contenida
enelplanoz=a-> C=6S —

Para calcular la circulacién analizo si se cumplen las hipétesis del teorema
de Stokes:

v' S es una superficie orientable.

v/ Cesuna curva, frontera de S, cerrada y regular.
v Fy eCl(R3), por enunciado
Se cumplen, por lo tanto:

§C+ F.dl = ”Srot.E.dg =”Srot.lf.ﬁ.ds -

Sea D la proyeccion de S en el plano xy:

§C+ F.dl = ”S VXF,., 2 10s :”S (-2x,3y-2,1-2 )(0,01)s =

= I J'D (1-z)dxdy HD (1-a)xdy = (1- a)ﬂD dxdy=(1-a)z.r? = -z

(l-a)r.=—7 >1-a=-1->a=2

a

Il 3

Por lo tanto:

a=2




——
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100.

A

Hallar, mediante una integral de linea, el flujo del rotor del campo
f(x,y,2) = (22 - xz,—2y2) a través de la porcion de superficie X =,z +y°
con 1<7°+y*<4

Indicar en un gréfico el sentido de circulacion y la orientaciéon de la
superficie elegida.

Analizo la forma de la superficie:

.
X =172 + y2 (S) < semicono positivo eje en el eje ‘x’ > \
< puntos que estan afuera del cilindro '
1S22+y2 (A) p q P A ]
de radio 1, centrado en el eje ‘ x - N -
< puntos que estdn adentro del cilindro 7/, __ — [ 77~
de radio 2, centrado en el eje ‘ x ‘ / ‘

22 +y? <4 (B)

\

Segun el Teorema de Stokes el flujo del rotor de un campo es igual a la
circulacion a lo largo del borde de S, cuya orientacién debe ser compatible
con la orientacion de S. En el grafico se ve que C; y C; son los bordes del
cono truncado, pero no forman parte de UNA curva (son DOS). Para
“transformarlas” en UNA, creé las curvas L y L,, iguales pero de sentido
contrario, asi sus flujos son iguales pero de sentido contrario, y se anula
entre si:

L f.d =—L f.dIL f.d +L fdi =0
SeaC=C1UL1UCzULz
Verifico que se cumplan las hipétesis del Teorema de Stokes:

v' Sea S la superficie perteneciente al cono truncado encerrada por C,
es una superficie suave y orientable.

v' C=8S es una curva suave a trozos y orientada positivamente.



- .p3 3 =
v F:R"—>R’con F, =(P(x,y,z)1Q(x,y,Z)’ R(nyyz)), donde P,Qy R

€ C~ (R 3) pues son polinomios -~ EeC °°(R3) 5 FeC 1(R3)
Como se cumplen las hipétesis, puedo decir que:

[J,rot.f.ds=§ f.di= Cl?.df + J-d'_ + LT.dl‘ + CZ?.dl‘

0

Para calcular las circulaciones sobre C; y C, parametrizo las curvas. Para eso,
proyecto el semicono en el plano yz (por la forma que tiene la superficie)

‘4

Z ) plano yz

e
,N , A L
\} ./Icq‘"*\ ‘ /‘A
= P

C, 171 = (L cos(t),sen(t)) t € [0,27] — ', = (0,—sen(t), cos(t))
C, 17 =(2.2sen(t),2.cos(t)) t €[0.27] — y',, = (0,2.cos(t),~2.sen(t))

Me parece importante recordar que la parametrizacién (cos(t),sen(t)) y
(sen(t),cos(t)), con t € [0,2M] definen la misma circunferencia, pero en
sentido contrario.

[ L rot.f.ds = jcl fdi + LZ fdi = j;l ) (o) (71 ) At + j;z ) T 0)- (' )t =
= f:ﬂ (sen® (t),~1.-2.cos? (t) }(0,~sen(t), cos(t) )it +

+ IOZ” (4.cos? (t),—4,~8.5en? (t) }(0,2.cos(t),—2.sen(t) )dt =
= f:ﬂ (sen(t) - 2.c0s™ (1) )dt + f:” (- 8.cos(t) + 16.5en* (t))dt = 0 = (], rot.f.ds

”S rot.f.ds =0

—
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110. Hallar el flujo del campo VX F a través de la superficie de
ecuacién x>+y’+z> = 25 limitada por z < 4 siendo el campo
I_f(x, Y, 2) :(—Xzy,0,0). Indicar la normal utilizada para el célculo del
flujo.

El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial
sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulacion de ese
campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente
segln la orientacién de la Normal a S.

Sean S la superficie del enunciado y C = 6S

Analizo las formas de Cy de S:

X% +y? + 22 = 25 = esfera radio 5

centro (0,0,0)

z <4 - los puntos de la esfera por

“debajo” del planoz=4

P N

C: {x2+y2+22=259 x> +y*+42=25
s1

z2=4 X2 +y?=9 c

Por lo tanto, C es una circunferencia de radio 3

contenida en el plano z = 4, centro (0,0,4) /
>

Sea S; el disco con centro (0,0,4) contenido /
en el plano z = 4. Parametrizo la sup. Si:

X

oy =(r.cos(t), rsen(t) , 4); 0<t<2z;0<r<3

Para hacer este cambio de superficies (usar S; en lugar de S) primero dibujo
la superficie “origen” e indico la Normal a S y la orientacidn, acorde a esa
normal elegida. Con eso fijo la orientacidn sobre la curva. Después hago el
cambio de superficie y dibujo la normal segun la orientacién que ya defini
para calcular la circulacién (regla de la mano derecha)

Y como:

v' Sy S; son una superficie orientable.



v" Ces una curva, frontera de Sy de Sy, por lo que es cerrada, regular
y suave (C = 6S = 65S1)

v E(x,y,z):(P(x’y’Z),Q(ny’Z),R(x‘yyz)) donde P, Q y R € C” por ser
polinomios > F (,.y..y e C* (R3) —> Fuyn € Cl(R3)

Como se cumplen las hipétesis del teorema de Stokes, puedo decir que:

§C+ F.dl = ﬂs rot.E.ﬁS ds= -”81 rot.E.ﬁsl ds = HD rot.E.n.dxdyD esla
proyeccidn de S en el plano xy

Ahora calculo la circulacidon de sobre C:

rotF=vxF=| R_Q P R QP (5 40-00-(x)
oy oz 0L ox Oox oy

—rot.F =VXF = (0,0, xz)

[[.vX.Fongds=[[ VX.Fng ds =[] (0.0,%")(0,0-1)n ds =

Cambio
de
variable iacob.
- _stz.ds :—”D x2.dxdy - —J‘OZ”E(I’Z.COSZ(t))J 7 drdt -

= —j.;”_[os(rs.cosz(t))dr.dt = _%IOZECOSZ(t)dt _ _%1”

Por lo tanto:

Jlvx F.ds=-Sa
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111. Sea I la porcion del cilindro de ecuacién paramétrica:
v T
X (wy) = (2.cos(u) , v, 2.sen(u)); 0<u <5 0<v<u

Siendo el campo vectorial F, . =(P(x,2), Q(y)-2x,R(x,2)), F e C*(R?)

xy.z) —

a) Graficar la superficie.

Sea S la superficie del enunciado. Analizo la forma de S:

Y(u,v) =(2.COS(u) Vv, 2.sen(u)) => Cilindro radio 2, con eje en el

ejey
7Z- . . . o
0<u SE ; =2 Indica que nos interesan los puntos del cilindro que
estan “arriba” del plano z=0 y “adelante” del plano
x=0
Lo podriamos ver como % de cilindro
O<v<u => A medida que avanza u aumenta la variacién de v.

Enu=0 2 v=0yenu=n/2v<rmn/2

v=u




Hallar la circulacién de .F sobre la curva borde de Z indicando en el
grafico la orientacidn elegida.

Sea Cla curva frontera de X

Analizo si se cumplen las hipdtesis del teorema de Stokes:

v' 5 es una superficie orientable.

v' Cesuna curva, frontera de S, por lo que es cerrada, regular y suave
atrozos

V" FuyneC” (R3) —> Fxy. € C (R3)

Se cumplen, por lo tanto:

§C+ F.dl= jjzrot.E.dg :'[J'zrot.E.ﬁ.ds = ”D rot.F.n.dxdy

rot.F = 0,——— ,-2
0z OX

. R 0Q oP OoR 0Q oP (GP oR )
&y o0z oz ox  Ox oy

Hallo la normal a Z:

=(-2sen(u), 0, 2.cos(u))

X'u
X'v=(0,1,0)

}—> Ny =(2.cos(u), 0, 2.sen(u))

Entonces:

§C+ F.dl= ” rot.F.ds :Ijzrot.f.ﬁ.ds =

oP OR
_J'J‘[ o —2)(2 cos(u) , 0, 2.sen(u))dvdu =

- '[05 Iou —4.sen(u)dv.du = — 4Ifu.sen(u)du =—4

f Fdi=-
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112. sea F (P 4+ X%y, -3+ X) un campo vectorial C?

xy.2) ~ \T(xy.z2)

(R3). Calcular el flujo del rotor de F a través de la superficie descripta por
z=x, x 2 0 , x’+y? < 1, orientada de manera que la normal tenga

componente z positiva, sabiendo que la circulacién de F a lo largo de la
curva parametrizada por 7_/(0 = (cos(t) , sen(t) ,cos(t)), t € (—%,%} es 1.

Graficar.

Sean S la superficie del enunciado, C; la curva dada por , C; el segemento
que va del punto (0,1,0) al (0,-1,0) y C la curva fronterade S > C=C; U C;

Analizo al forma de S:

z=x = plano cuya normal es (-1,0,1) que pasa por el origen
x =0 = puntos del plano que estan “adelante” del planox =0

x? +y? <1 - los puntos adentro del cilindro radio 1 eje en eje z

z=x A X220 2>1z20

Z

El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial
sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulacién de ese



campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente
segln la orientacién de la Normal a S.

Analizo si se cumplen las hipétesis del teorema de Stokes:

v' S es una superficie orientable.
v" Cesuna curva, frontera de S, es cerrada, regular y suave a trozos

v E(x,y,z) eC? (Rs) —)E(x,y,z) IS Cl(R3)

c
1
Se cumplen, por lo tanto:
S
3
FLUJO del ROTOR C,
—_— c=Ccluc2

[[rotFds = Fdi = [[Fai+[Fai
Por enunciado: ICE.di =

Entonces calculo la circulacién sobre C,. Para eso, parametrizo esa curva:

inicio = A= 4(0) = (0.1,0)

C,:At)=(0,1-2t,0);t[0,1] %< !
final = B = A(1) = (0,-10)

—

p () =(0,-20)

. _ 1
LZ F.dl = jﬂm Fs).B' (t)dt =. ! (P gy 4+0°(L-2t)-3+0)(0,-2,0)dt =

1

= [ (R 4-3)(0-20)dt =

0

[-8dt=-8= Lz Fdl

o'—.l—\

FLUJO del ROTOR g
f_/%

jsrot.E.dé § Fdi _de|+ FdI

J'J'roths——
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113. Sea f : R2 2> R wuna funcién C* (R ?) arménica (es decir
2 2
o°f o f
W(X,y)nLW(X,y):O) calcular el flujo del rotor del campo

F(x,y,2)=| - ﬂ(x, y)+6y,%(x, y)+Xx*,2+2| a través de la superficie

X2 —4x+ y2 +2%=21;7>3, orientada de manera que la normal tenga
componente z positiva.

Sean S la superficie del enunciado y C la curva frontera de S

Analizo al forma de S:

X —dx+yt+ 28 =21 (x=2f +y? +2°=25
- esfera de radio 5 con centro en el punto (2,0,0)
z > 3 2 puntos de la esfera que estan “arriba” del planoz=3

N
C:{ (x-2)2+y2+22=25> (x-2)2+y*+32=25 «; Tz 1}
z=3 — {1\ :
Reescribo C: ' o = —
C: { (x-2)2 +y*=16 | y
z=3 g W)

Por lo tanto, C es una circunferencia de radio 4
contenida en el plano z = 3, centro (2,0,3)
X =r.cos(t) + 2
y =r.sen(t) ;0<t<27;0<r<4
z=3

Sea T el disco radio 4 con centro en (2,0,3)
contenido en el plano z = 3.




El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial
sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulacién de ese
campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente
segun la orientacién de la Normal a S.

Analizo si se cumplen las hipdtesis del teorema de Stokes:

v' S es una superficie orientable.

v" C es una curva, frontera de S, es cerrada, regular y suave (orientada
positivamente)

v E(vavz):(P(x,y,z)’Q(x,y,z)’R(X,y,Z))’ siendo RGC“’(R3)pues es un

polinomio y Py Q € C? ya que son suma de funciones C™ y una de ellas
€ C2 porque es la derivada primera de una funcién C® (por enunciado),

por lo tanto F(xy..) e C? (R3) — Fxy eCt (RS)
Se cumplen. Ademas, por este teorema tenemos que:
§c+ F.di= Hsrotﬁ.dg =”S rot.l_f.ﬁS as = UT rot.l_f.ﬁT .as
siempreque C=0S=0T

— 0% f o° f
rotF=10-0,0—-0,—(X,y)+2X—| — —(X,y)+6 | |=
[ aXz( y) [ ayz( y) JJ

=0 (ARMONICA)

2
= 005 f(x y)+gy—(x y)—6+2x |=(0,0,2x—6)= rot.F

a 2

Entonces:
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.Usrot.f.dg :J._[r rot.F i, .ds = §C+ F.di= .[.[r (0,0,2x-6)(0,0,1)ds =
V. X jacobiano
= j jT 2X — 6.ds = j jD 2X — 6.o|x.dyciV j jD (Z(r.cos(t) +2)- 6].J rodrdt=

_I I 2r2 cos(t) — 2r)drdt I (@cos(t) 16jdt——327r

I srot.l_f.d 5 =-32r7

2

2
= X Z
114. Sea F(X’yyz)z(le ,yT , —yTj y S una porcion de esfera

X* + y2 +22=1 cuyo borde es una curva regular y simple C. Mostrar que

la circulacién de F alo largo de C es cero. Hacer un grafico aproximado.

Analizo si se cumplen las hipdtesis del teorema de Stokes:

v' S es una superficie orientable.

v' C es una curva, frontera de S, es cerrada, regular, suave y simple
(orientada positivamente)

V' Fuuya :(P(x,y,z)'Q(x,y,z)fR(x,y,z)): sus componentes son polinomios, por

lo tanto E(x,y,z) eC” (RS) —> E(x,y,z) S Cl(R3)

Se cumplen. Por lo tanto: Dl* ﬁ.dT:J. S rot.F.ds

= [(O0R 0Q oP oR 0Q oP
oy o1 . ox  ox oy

:[—E—O,O—O,ﬁ—0j=(—£,0 —yj_ rot.F
2 2

Grafico aproximado:

Z
d alNs
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Una normal a la superficie de una esfera centrada en el origen es N=(x,y,z)

Entonces:

DLE Tz” roths_” rot.F.n.ds = ”( j Hgi 53Hds:
w ) (00 o (%)
”( jH Hol f]0. ds=0

- dl.n
i)

£
e




115. Sea la superficie 2:{(x,y,z)eR3: y+z=1;y>0;2>0; OSXSZ} y
el campo f :R® — R% C?(R%).
Sabiendo que rot.?(x, y,2) = (1—3x, y,22), hallar la circulacién de f alo

largo de la curva frontera de I. Indicar en un grdifico el sentido de
circulacion utilizada.

z

X=0
Analizo la forma de 5:

(y+z= 1 - plano cuya normal es (0,1,1) ; N=(0,1,1)
y pasa por (0,0,1) )
x20 1

A

y20 } - Primer octante / !

z20
\X <2 - Puntos “atras” del plano x=2 2 i
Proyeccion de > sobre el plano xy:
., A

A la proyeccién la voy a llamar D

proy Y 1 0<x<2
y+z=1>z=1-y 0<y<1

2 X z=1-y

Como tengo que hallar la circulacion de un campo vectorial de R3->R3,
verifico si se cumplen las hipdtesis del Teorema de Stokes:

v" S una superficie suave y orientable.

v' C (borde de ) es una curva suave a trozos y orientada
positivamente. _ .
v f:R®>R%on feC?R? (enunciado) —» f € CY(R?)

Se cumplen, por lo tanto: i* fdi = ”Z rot.f.ds =”Z rot.f.m.ds

H"HdXdy
if.dl_:”‘ (1-3x,y,22) " ” ds ” y+2z "1" - jID(Z—y).dx.dy:
z=1-y
_H(Z y)dy.dx = j(Zy ]dx_ jdx =3 §c+_f'_d|_:3
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Capitulo IX:

ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

CURVAS ORTOGONALES
Y EQUIPOTENCIALES

LINEAS DE CAMPO
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Segun Wikipedia: “Una ecuacion diferencial es una ecuacion matemdtica
que relaciona una funcion con sus derivadas. En las matemdticas aplicadas,
las funciones usualmente representan cantidades fisicas, las derivadas
representan sus razones de cambio, y la ecuacion define la relacion entre
ellas”.

En pocas palabras, son las ecuaciones que tienen funciones y sus derivadas.

El tipo de ecuaciones diferenciales que se ven en esta materia son las
ordinarias.

Este apunte estd orientado hacia la parte préctica de resolucién de
ecuaciones diferenciales que suelen tomarse en los exdmenes de la materia
Andlisis Matematico Il, tanto en FIUBA como en UTN. Si se desea obtener
aspectos mas tedricos, se sugiere la consulta al apunte BM2AT1 de UTN.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
CONCEPTOS GENERALES

Dependen de una sola variable independiente. Asi de simple:
y'=y-3 2y+y’-y”=3x y=y'=0

En estas ecuaciones, y es una variable dependiente y x es la independiente.
Ay la consideramos como y ).

A este tipo de ecuaciones se las conoce o nombran mas comunmente como
EDO:s.

Orden

El orden de una EDO es el correspondiente a la derivada mayor que aparece
en la ecuacién.

Por ejemplo:

de Primer orden:

y+y' =3x 2yy'=0 3y-2xy' =3



de Segundo orden:
y+y'=x y-y+y'=1 y-2xy" =1

de Tercer orden:
y + yll _ ylll= 3X y - 2ylll = 0 2y - 2yl + ylll = 3

Grado

Es el exponente de la derivada de mayor orden, siempre y cuando la
ecuacion se puede escribir en forma polindmica:

an [y(k)]nk + 0ns [y(k-l)]n (k-1) 4 Qn-2 [y(k—z)]n 2) 4 4 a; [y/]nl +ap [y]no =f(X) con

an#0
Por ejemplo:
y-(v)+(y)p =1 > (P-y) +y=1 2>  Grado2
2y +(y7f +y°P=x > (P +2y+y=x 2>  Grado5

Una ecuacién de la forma, por ejemplo: y”’ -3yy’=2 no tiene grado definido,
pues no se puede expresar en la forma polindmica escrita arriba.

Lineal

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de grado 1 en la que todos los
exponentes son iguales a 1.

Homogénea
Son aquellas ecuaciones diferenciales que estan igualadas a cero.

Por ejemplo: y +y=0 2y—-y' =0

PVI (Problemas con alores Iniciales)

Cuando nos encontramos con EDOs con PVI, lo que se hace es encontrar
una solucién general y, luego, una particular.

Solucion General: debe satisfacer las ecuaciones homogénea y no
homogénea.

Solucion Particular: es la que satisface la solucién general especializada en
los valores iniciales dados.
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FORMAS DE RESOLUCION

= ECUACION DIFERENCIAL DE VARIABLES SEPARABLES

Es la mas simple de resolver. Son las que se pueden escribir de la siguiente
forma:

f)dx+ gly)dy =0
g)dy = —f(x)dx

La solucién se obtiene integrando miembro a miembro (m.a.m.)
fQWMy=—ff@Mx

Gy)=—F@)+C CEeR

Lo vemos con un ejemplo:

I 42 y=—x dy_ 2 — 42
2xyy' =x — nya—x -  2xydy = x*dx

si x#0 X
— ydy = de
integrom.a.m.
y?  x2

j d jxd +C X _ .
= oy b _—= - —_————
yay =174 2 4 2 4

S.G:2y*—x%?=c¢



= ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE 1° ORDEN

» HOMOGENEA

Son aquellas ecuaciones que tienen la forma de:
y=flxy - Yy +PXy=0
La solucion es:
y=c e JPMax  onceR

» NO HOMOGENEA

Son aquellas ecuaciones que tienen la forma de:

y' +P(x)y =0Q(x)
La solucidn se expresara en la siguiente forma:
Y=Yu*t Yp

Donde yu es la solucion de la ecuacién homogénea asociada (y se
resuelve como se indica en el punto anterior) e yp es una solucion
particular.

Con lo anterior, nos queda que la solucidn a este tipo de ecuaciones es:
y=c e JP@dx 4 o=[P)Ax [((x) e/ P@dx gy  conceR

Parece mas complicado de lo que en realidad es.

Otra forma de resolver este tipo de ecuaciones es por el método de
Lagrange.
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METODO DE LAGRANGE
Para proceder con este tipo de resolucion, tomamos: y = u.v
Donde u y v son funciones de x. Entonces:y ‘=u ‘v+uv’

Luego, se reemplaza y e y “ de la ecuacién con lo que hallamos recién y se

saca factor comun u:

y' +P(x)y =Q(x)
u.v+uv' +Pu.v=0(~)
u.v+u v+ Px)v] =0Q(x)

Ahora, este método hace que impongamos que lo que se encuentra entre
corchetes se anule y asi queda un sistema a resolver, con una ecuacién
diferencial homogénea y otra no homogénea. Primero se resuelve la
homogénea y se toma un caso particular para obtener una definiciéon de v
(damos un valor arbitrario conveniente para poder obtener esa solucion
particular) y luego la reemplazamos en u ‘v vy resolvemos esa ecuacion.

Una vez obtenidos u y v obtenemos la solucion general de y:
v+ P(x)v=0

uw.v=0(~x)
Lo vemos con un ejemplo:

y=u.v

I—u/ v+
xy' +y = cos(x) I x(@.v+u.v') +w.v = cos (x)

xu'.v+xu.v +uv=cos(x) - xu.v+u[xv' +v]=cos(x)



{ xv'+v=0
xu'.v = cos(x)

/ dv dv dx
>XU = -1 D —X=—-71V > —=—
dx v

—X

Integro miembro a miembro:
In(J[v]) = —In(x) + ¢

In(lv]) = In(x"1) +c

1
eIn(v) — plnx™H+c _ e”‘(}) c

e

1 tomok=1 1
- v=k- —Vv=-—
x x

v==
> xu'.v=cos(x) =3 xu’.% =cos(x) - u' = cos(x)
Integro m.a.m.:

u=sen(x)+c

y = % (sen(x) +c)

B sen(x) + ¢

X

339 )

——



ECUACION DIFERENCIAL TOTAL EXACTA

Si tenemos una E.D.O.:

P(x,y) dx + Q(x,y) dy =0
Sea Fuy) = (P(x,y)’Q(x,w)

Verifico que F sea un campo conservativo (dom(E):conjunto abierto
simplemente conexo, y que tenga matriz jacobiana > P'y =Q'X)

Como F esun campo conservativo, 3¢:R* — R tal que F = Vo

Si ocurre eso, entonces puedo decir que la ecuacién diferencial dada es
exacta. Entonces, para resolver el ejercicio, debe hallarse la funcion
potencial. La solucién general de la ecuacién diferencial estd dada en forma
implicita por las curvas de nivel de la funciéon hallada.

Por ejemplo: si Dxy) = x’y+k > soluciéon general:
x’y=c ; c,keR

Factor integrante

Cuando la ecuacidn diferencial NO es exacta, se puede hallar una funcién
integrante que dependa de una de las variables, que permita
“transformarla” en una total exacta..

Busco una h(x) tal que h¢x)P(xy)dx + h(x)Qx,yydy = 0 - Z_i = Z—g
Pxy) Qxy)
P n P
~ =M P aQ
24 oy LP_R h(x)'@ =N Quy +h <x>@
Qe Y * T §
X (0" 0ey) T )5y

De aqui se halla h(x). Como hay que integrar, queda alguna “constante” en
la solucidn general. Se asigna un valor conveniente para hallar una solucion
particular. Esa solucidn particular es el factor integrante.



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES ORDINARIAS DE ORDEN
MAYORA 1
Este tipo de ecuaciones diferenciales son de la siguiente forma:

0y + Aoy ™V 4+ ay” + )y + agy = (%)

Donde fy los coeficientes a; son funciones continuas en un intervalo [a,b].
Si se cumplen esas hipdtesis entonces admite solucidon Unica que verifican
con las condiciones iniciales. a, # 0 con n condiciones iniciales.

Las ecuaciones diferenciales de orden mayor a 1 que se suelen tomar en los
examenes, son las de segundo orden, por lo tanto, voy a explicar cémo se
resuelven las de 2° orden pero el método se puede hacer extensivo a las de
mayor orden.

HOMOGENEAS

Son aquellas en la que f(x) es nula.
n ! j—
ay' +ay +agy =0
Se propone una solucidn posible (no es la Unica, pero es la que se usa o mas
se usa en esta materia):
— pIX
Yo =€
donde r es un parametro a determinar.
— ,rx ! — rx n — 2 ,TX
V) =€ 2> Yw=re 2 Y =r‘e
Entonces:
n I j—
ay' +ay +agy=0
> arie™+a re™ +age"™*=0

2 rXx —
a,r® +a;r + =
(a, a, apg)e 0

=0 *0

ar? +a;r +ay=0
POLINOMIO CARACTERISTICO
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Para obtener una solucidn general, se hallan las raices del polinomio
caracteristico.

Se puede obtener uno de los siguientes dos casos: F1#r2 o F1= 2 (siempre
suponiendo quere R)

1°caso: r1#1r2
En este caso, la solucién es:
ypu=Ae"1*+Be"2* conABeR
2°caso: F1=1r2
En este caso, la solucidén es:

yg=Ae"1*+ Bxe"2* conABeR

Asi se halla la soluciébn general. Para hallar la solucién Unica
correspondiente, se deben utilizar los valores iniciales, con lo que quedaria
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas a resolver.

Ejemplo:
2y"+4y'=0,conyy=3, Y =1
- polinomio caracteristico: 2r2 + 4r=0 = 1, =0 , 1, = -2
Se da el 1° caso (raices distintas), entonces la solucién general es:
yy =A+Be %% conABeR>Y'y =Be 2%,
Yoy=A+B=3
Yoy=B=1 > A=2 > yu=2+e%*

NO HOMOGENEAS

Son aquellas en la que f(x) NO es nula.

ay" +a;y' +apy = f(x)



Para resolverla, primero se halla la solucién a la ecuacién diferencial
HOMOGENEA ASOCIADA. Esto significa que, primero, consideramos a f{x)
como si fuese nula. Se procede igual que como estd explicado arriba pero
sin utilizar los valores iniciales. Se deja planteada la Yy con los valores de Ay
B en forma genérica.

Después se propone una solucién particular. Para esto, observamos como
es f(x). La solucién propuesta debe ser linealmente independiente con la
Homogénea asociada.

Si f(x) La solucion que se
propone es
eax C xneax
x" Cx™ + Dx™1
sen(x)
C sen(x) + D cos(x
cos(x)

Una vez hallada la solucién particular, se halla la general, que es la suma de
la de la homogénea asociada y la particular:

Y6 =YutYp

Si f(x)=e%**:
Si alguna de las raices del polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial

es a, entonces, la solucién particular que se propone es con n=1, si no, n=0

Por ejemplo:

2y" +4y' = e, conyy =3, ¥ (=1
Entonces: y,=A+B e 2*

Soluci6n particular:  y, =C e>x
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> y,=5Ce* > y',=25Ce"
2y" + 4y’ = e>*
2(25C e°*) + 4(5C e°*) = e5*

eSx

70CeS =e > c=1/p0 Syp=—

Entonces, la solucidn general es:
5x
Ye=Yu+yp D ye=A+Bet +
En cambio, si:
2y" +4y' =e* ,conyy =3, ¥y =1
Entonces: y,=A+B e %*
Solucion particular: v, =Cx e 2x > yp=C e2*(1 —2x)
2> ¥y, =-2C e?*¥(1—2x)—2Ce?*=-2Ce?*(1-2x—1) =
4xCe 2> =y",
2yn 4y1
2[4xC e 2% |+ 4[C e 2*(1 — 2x)] = e~
e 2¥[8xC+4C—8xCl=e > > 4C=1 > Cc=1/, > yp=

-2x

xe
4

Entonces, la solucidn general es:

2x

Ye=Yu+¥p D ys=A+Be ¥+ —

Nota:

Otra solucién que se puede proponer para la ecuacion homogénea asociada
es Y(x) = a” pero esa se utiliza si f(x) =a”*, y la solucién particular que
se utilizaes: Cx"a”*

Se desarrolla en forma similar al caso en que f(x) = e%*, pero no he visto
que lo tomen en esta materia (en otras se utiliza esta solucién particular)
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CURVAS ORTOGONALES Y EQUIPOTENCIALES

CURVAS ORTOGONALES

Dos curvas son ortogonales si en cada punto de interseccidn sus rectas
tangentes son ortogonales.

Tenemos dos curvas dadas en ecuaciones cartesianas:
Ciiy=yi () > CiiReo= (1,71 (1)) > & 'y = (L )
Caiy=y2 (X) > C2: By = (0¥, () = By = (1,312'(,5))

. . . 1 l — 0 —
Si son ortogonales, en algun xo, entonces: (1, Vi (x)) . (1,y2 (x)) =0=1+
! !
Y1 w0 Y2 0
9 1 — /] I 1 _ I
=7V (Y2 (x) R Y2 (%)
Entonces, cuando piden que hallemos la familia de curvas ortogonales, lo
gue tenemos que hacer es:
Hallar yl’(x), luego yz’(x) y después integrar yz’(x) para hallar C;
Si al hallar }’1'(x) , aun queda una constante, despejarla de la ecuacion y=y,
y luego reemplazarla cuando se halle yz’(x).
Ejemplo:
Hallar la ecuacién de la curva en R? que pase por (1,3) y sea ortogonal a
todas las curvas de nivel del campo f(x,y)=2y+4x>.

C={(xy) € R? : 2y+dx’=k} > y; =§— 2x3 —>y1’( - —6x% -
X
;o1 1 1
Yz (x) — —yl’(x) T —(-6x2)  6x2
Integro ma.m. >y, = —$+ ¢ Como pasa por (1,3) entonces: 3 =
1 19
—+c > c=—
6%1 6
Ent | t | pedid == + i
ntonces, la curva ortogonal pedida es: Y () = v s



CURVAS EQUIPOTENCIALES

Una curva equipotencial es aquella en la que el potencial permanece
constante. Asi es como la diferencia de potencial entre dos puntos

cualesquiera es cero.
Este tipo de curvas es ortogonal a las lineas de campo.

Para hallar la familia de curvas equipotenciales de un campo, lo que se hace
es hallar la funcién potencial del campo. Luego, analizar las curvas de nivel
de esa funcidon potencial. La familia de curvas equipotenciales son las curvas

de nivel de esa funcion potencial.
Por ejemplo:

Si Dxy) = x?y+k - familia de curvas equipotenciales es:

x’y=c ; c,ke®R
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LINEAS DE CAMPO

Estas lineas forman un mapa del campo vectorial.

Puntualmente, las lineas de campo son aquellas curvas en las que en cada
punto, el campo es tangente a la misma.

F(E(t)) = El(t) con E () = (x(t)'y(t))

C

Linea de
Campo de F

Forma de resolucidn:

Para R%:
I U = ' , dx dy
F(pe) =F O = Fxyo) = (¥ w0y ) = (E’E)

F (xy) = (P (x.y) Q(x,y))

Entonces:
(P dx dt d'x
= — _) —
oY de Pay| | _dx _ dy
dy dy Poyy O
Q(x,y) = E - dt = ——— () (x,y)
Q(x,y)

A partir de esa ecuacidn, se resuelve la ecuacion diferencial segin
los métodos explicados anteriormente.



Para R3:

Para resolver este tipo de ejercicios no se muestra un método como
se hace en R %sino que es algo mucho mas tedrico. Hay que tener
en claro que la recta tangente de la curva en cada uno de sus
puntos es igual al campo evaluado en ese punto.

Quizas con un ejemplo se vea con mas claridad:

Sabiendo que la curva C es una linea de campo del campo vectorial
E(x,y,z) = (XZ, Y, X+ Z) y que pasa por el punto P = (1,2,2), hallar
una ecuacion para el plano normal a Cen P.

Sea S el plano normala Cen P.

La linea de campo es una linea tal que en cada punto el campo es
tangente. Entonces evalto el campo en el punto dado y obtengo la
direccién de la recta tangente, que resulta ser el vector normal al
plano normala Cen P. 7

Graficamente es:

tgaCenP

V<

Fr)=Far22=01221+2)=(2,2,3)> Ns=(2,2,3)
S:2x+2y+3z=d
donde d=Ns.P =(2,2,3).(1,2,2) =12

Por lo tanto, una ecuacion para el plano normala Cen P es:

[S:2x+2y+32=12
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116. Hallar la curva que satisface que pasa por (1,2) y en todo punto
P=(x,y) la pendiente de su recta tangente es 3 veces la pendiente de la
recta que une P con el origen.

— Y1)=(Xy)=P
Pendiente=m= y'= Y1 yo,donde {(Xl Y1) (X y) F
X; —Xo (x,,Y,)=(0,0)=0
Entonces:
y'=37
X
Y'=ﬂ o oy _ay dy ol
dx dx X y X

Integro m.a.m.
InQy|):3InQX|)+c ceR

InQy|): Ian|3)+c

eln(\y\) eIan\3)+c

k

enlv) _ gnlf) ¢ keR

Solucidn general:

x=1
La curva que pasa por (1,2) — {y 5 —>2=kl—>k=2




117. a) Sea la familia de curvas de ecuaciones (x+3)%+ 2(y-1)? = k. Hallar
la curva C perteneciente a la familia ortogonal a la familia dada, que
pasa por (-2,0)

Para hallar la familia ortogonal primero derivo la ecuacion dada, obtengo y

despejo y; “y después busco la familia ortogonal con y,'= —

Yo'
(x+3)° +2(y —1)* =k —% mam_,o(x +3)+4(y —1)y,'=0

%
z(x+3)+4(y_1){‘_1,] — 05 2(x+3)—4(y—1)- - ~0

2 2

2(x+3)=4(y ‘1)% — 2(x+3)dy=4(y-1)dx —

dy dx integro m.a.m.
N ~2 int eg sIn(y—1)=2In(x+3)+c
50 25+9 b=y=amt

—In(y-1)= In((]x+3|)2)+c

K
N eIn (y-1) eIn ((\x+3\ )3 )+c _ eIn ((\x+3\ )z)g:

— y—l:(x+3)2.k — y:(x+3)2.k+l (c.keR)
Como la curva pasa por (-2,0) 2 x=-2,y=0

0=(-2+3)k+1 > 0=k+1 > k=-1

La curva es

y =1—(x+3)
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b) Calcular la circulacién de F(X,y)= (\/2+ X' =y, 2x++/2+ y4) alo

largo del perimetro de la region plana delimitada por C del item a) y el eje
de las abscisas.
Indicar en un grafico el sentido elegido para calcular la circulacion.

Sea D la regidn descripta en el enunciado y C* su borde.

Analizo la forma de Dy C*:

Busco las intersecciones de C con el eje de las abscisas (eje x, o sea, y=0)

C:y=1-(x+3) > 0=1-(x+3f »>1=(x+3f > x,=-2; x, =—4
Sea C; el segmento que une el punto (-4,0) con el (-2,0).C*=CU C;

Y Y

7 $ ;] - ' -
cl | X / X
v" D es una region de R?> compacta cuyo borde C* es cerrada, regular
y suave a trozos.
v Fuy = (P(ny),Q(X'y)) —> Fxy) eC! (RZ) pues Py Q son funciones
cuyas primeras derivadas son continuas en R 2

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto: § F. |—H [@—%Pdedy

=V2+x' -y - —(x y)=-1

(xy)
,Q P

_9F 3
%)
Quy) =2X++2+Yy* > —X(x,y)zz X oy

. Fai=a]] axay =3[ [ " dyx=3[ 1-(x+3Pdx=4

—

§C*+ F.dl =4




118. Sea C la curva de solucion del problema de valores iniciales

1 2X_y-
=—— Yoy =1

a) HallarlacurvaC

Analizo la forma de D (a través de sus bordes):
_dy 2x-y

y'=—=——= — xdy=(2x-—y).dx
dx X

Si la trabajo como la ecuacion (2x-y) dx + (-x).dy = 0 y la considero como
Py + Quy = 0, se puede resolver como una ECUACION DIFERENCIAL
EXACTA, puesP’y=Q ‘x =-1

Busco su funcidn potencial (que define a y implicitamente):

o i
P(x,y) _ 6(: =2x—y nt egro m.a.m. Py = x2 _ Xy + oy,
op op =
_ _ @ _ ] _ 1 _ _ .
Q(x,y) —E——X 5——X+a (y) =—X—>a (y)—0—>a(y)— K,(K E‘R)

Por lo tanto, la funcion potencial es:
2
Py =X =Xy +K
Entonces:

) , x> +K
X=—xy =—K es solucion —» y =

Evallo en las condiciones iniciales: y;)=1 = x=y=1

K
2 2, A
1=1+K - K=0 = y=X+O:x - y=X
1 X
Por lo tanto:
Cy=x
S



b) Encontrar el minimo absoluto de f(x,y) = (x-2)> + y? restringido a C.
Cy=x
Parametrizo la restriccion: o) = (t,t); teR

Busco los puntos criticos de la funcién evaluada en la restriccion:

Sea h: R 2 R; hy = flaw)

= hy=fey = (22 +t2=t? -4t +4 + t2=
Busco los puntos criticos, derivando la funciéon e igualdandola a
0.
hw=4t-4=0 > 4t=4 > f=1]> ag=PC=(1,1)
El Unico P.C. hallado es el (1,1).
Analizo la segunda derivada y evallo si es maximo o minimo:
h“y=4>0 > Minimo relativo y absoluto.

Graficamente, se puede observar que f(x,y) = z =(x-2)? + y?
es un paraboloide con vértice en (2,0,0) y la restriccidén es una
recta. O sea que la h(t) es una parabola

=>»| frestringida a C encuentra su minimo absoluto en el punto (1,1) y
toma valor de 2.




119. Dado el campo conservativo F:R2—R?; F(x,y)=(y,X) y P=(4,5)
se pide
a) Hallar la curva equipotencial y la linea de campo de F que pasa por P

Como F es un campo conservativo > 3¢ R? > R (funcién potencial) tal

que F(x, y) = Vo(y, x).

Hallo la funcidn potencial:
Foy) =(y0= Vo0 =) Ly, 2 (x,y)
) ) ' ox ’6y )

int egro x m.a.m. /(P(y, X) =Xy + a(y)

0
(0y)=y
X -
derivo respecto de y
N
op op . . =
a(x,y):x —=x+a'(y)=x—>a'(y)=0->a(y)=Kk

Por lo tanto, queda:
o(y,X)=xy+k ; keR

Y = Yy estd dada en forma implicita por x.y =c, c ER

X=4 C

—>Y,)=—=5—>¢c=20
(4) 4

C
XY =C = y(x):; » €N P:(4’5)_){y=5

La curva equipotencial que pasa por P es:
20
Y = -

Linea de campo es una linea para la que, en cada punto, el campo es

tangente a esa linea.

Fhw)=7"(t) > (yu)’ X(t))z (X'm Y '(r))

X' = ' ax
{ v y(t)ailzlaj—;zﬁzl—)x.dx:y.dy
y X dt dy X integro m.a.m.
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2 2
integro m.a.m. X y

x.dx:y.dy—>3:7+c—> x*~y?*=k ; c,keR
Evalio en P:
X=4 s
P=(45)—> y_5—>4 —5%=k=-9

Por lo tanto, la linea de campo que pasa por P es:

b) Comprobar que las curvas halladas en el item anterior se cortan
ortogonalmente en P

Sean @, (y,X)=xy—-20 y g(y,x)=x>—y*+9

La curva equipotencial y la linea de campo son los conjuntos de nivel cero
de ¢ry g, respectivamente. Entonces, si los gradientes de estas funciones
son ortogonales resulta que sus conjuntos de nivel también lo son, que son,
justamente, las curvas halladas en el item anterior.

V. (y,x) =(y,x)
vg(y,x) =(2x,-2y

Como el producto interno entre los dos vectores es cero, entonces resultan
ser ortogonales.

)} —(y,x)(2x,~2y)=2xy—2xy =0



120. Hallar a y b de manera que (2xy+by)dx + (ax?-3+bx)dy=0 sea una
ecuacion diferencial exacta y que la soluciéon que pasa por (1,1) resulte
paralela a la recta 2x + 3y = 5 en ese punto.

Sean P(x,y) =2xy+by y Q(x,y)= ax>-3+bx

Py Q € C pues son polinomios = Py Q € C! por lo que la ecuacion
diferencial es total y exactasiysolosiP‘y=Q‘x

@(x, y) =2ax+b
OX

-> para que sea exacta: 2ax+b=2x+b 2>|a=1

oP
—(X,¥)=2x+b
oy

— — — , =
sea Fouy :(P(X,y),Q(x,y)), FeC, dom(F) =R® = Fes conservativo

Por lo tanto ¢ : R? — R (funcién potencial) tal que F(X, y) = Vo(y, X)
Busco la funciéon potencial:

integro x m.a.m.

>(y, X) =x"y +bxy + a(y)
derivo respecto de y
{

a—(p(x, y) = 2xy + by
OX

op ) op ., o o2
“2(x,y)=x?>-3+bx — =X"+bx+a'(y)=x"—-3+bx
5 (x,y) y

eR

> a'(y)=-3>a(y)=-3y+k
Porlotanto: ¢(y,X)=xy+bxy—3y+k, ; k eR
por lo que la solucién general a la ecuacion diferencial es
x°y+bxy-3y=k, ;k,eR
La solucién que pasa por (1,1) es:
11+b.1.1-31=b-2=k,

X’y +bxy—-3y=b-2
)
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Sean g(x,y)=2x+3y-5, L la recta del enunciado = L es la curva de nivel 0 de g

Para que la solucion que pasa por (1,1) sea paralela a la recta L alcanza con
que V(1) // Vg(L)

V(1) =kVg(11)
vwam={bq+by,x2—3+bqan=(2+b,—2+b)

VgLl =(23)

(2+b,-2+b)=k(23)
2|<=2+b-—>k=§—;—b

{

3k=—2+b—>{3§3J=—2+b—»6+3b=—4+2b—»40=b

a=1 ; b=-10




- 1
121. Sea el campo vectorial F () = (X, 5 x? — y}

a) Hallar la linea de campo que pasa por (Xo,Yo0)=(3,1)

E(x,y) = (fl, f, ) para hallar las lineas de campo hallo:

2
dx_dy —>%: dy %(%—yjdsz.dy»

f, f, X  x*

3
X2
-5y dx + (= x)dy =0
Analizo si es una ecuacion diferencial total exacta:

Sean P(X, y)=(%—yj ; QX y) =(=x) ; G(x,y) =(P(x, ), Q(x, y))
Pry=—1
Q'x=-1

GeC” »>GeC',, pues sus componentes son polinomios 'y

> — P'y=Q"'X - matriz jacobiana simétrica

dom (6) = R?, abierto simplemente conexo.

Por lo tanto, Ges un campo conservativo 9EI¢:R2—>R tal que

G(x, ) = Vo(y, X) . Entonces, busco la funcién potencial:

2 3

X int egro x m.a.m. X
P="2(xy) ="~y >¢(ylx)=3_XY+a(y)

derivo respecto de y
- - = 2
{
eR

a—CD(x,y):—x %ﬁ:—x+a'(y):—x—>a'(y):0—>a(y):E

oy

Por lo tanto, queda:
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3

oy, X) = ——xy+k ke

La solucion de la ecuacidn diferencial exacta es:

3
X
——Xy=cC; ceR

9
La linea de campo que pasa por (Xo,Yo)=(3,1) = x=3, y=1, es
33 3 X3
—-3.1=0=c 9——xy 0> —=xy
9 9 9

2
X
En un entorno del punto (3,1), x#0 > ? =y

b) Graficar en un mismo grafico la curva obtenida en el item anterior y

—

F(X0:%)

Linea de campo: Y —%
F (X, % )=F(31)=(3,2)

AY




122, Dado el campo vectorial fﬁ(xyy) =(x,2y) definido en R halle una

ecuacion para la linea de campo que pasa por el punto (1,2), dibdjela e
indique graficamente su orientacion en dicho punto.

Linea de campo es aquella en la que el campo es tangente a la curva dada.

Hallo la curva:

f(Ao)P 0~ 2{xyi)

X' =%=x —>dt=%

) a ey

Y dy X 2y
=—=2 dt=—

Y(ty"ac Y 7" gy

2d_):(:d7y integro m.a.m. 2|n(|X|)+C — In(|y|)

In(x*)+C =In(ly|)
e"¥)gc — i)
x’k=y , CkeR

Pasa por el punto (1,2) 2 x=1,y=2 > 12k=2 > k=2

y = 2x°

Especializo la funcién en el f(1,2}
punto (1,2) para conocer la

orientacion en el mismo: 2

=(L4)

‘02)

L 3
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123. Dada la familia de curvas planas de ecuacion y+CX2 =0, halle una

ecuacion para la curva de la familia ortogonal que pasa por el punto

(2,2).

Para hallar la familia ortogonal primero derivo la ecuacién dada, obtengo y

despejo y "y después busco la familia ortogonal con y '=

y+CX2 =0 despejo C C:_lz
— X
derivo m.a.m,
i
"
y'+2cx=0 —X y'—%x=0 —>y':2—xy
L2y oy X
Y=—7" —— Y, =
X 2y
Todx 2y
Integro m.a.m.:
2 2

v=-21c 5 X?+y2:c ,ceR

22
Pasa por el punto (2,2) 2 x=2, y=2: ?+ 22=c > c=6

Entonces, la curva ortogonal a la curva del enunciado, que pasa por (2,2) es:

x>,
—+y =6
> y




, hallar una solucién cuya recta

—2X
124. Dada la ecuacién y'= 3y
X

tangente en el punto (1, y(l)) sea horizontal.

Como el enunciado dice que la recta tangente es horizontal en (1, y(l)),
3y, —2x1

(
2
1 3

quiere decir que y'(l) =0 - y'(l) = =0 - Yo =

Reescribo la ecuacidn diferencial dada, para utilizar el método de Lagrange:

y.:3y—2x — Xy'=3y-2Xx = 3y—xy'=2X
y=u.v
3y—Xyl=2X3Lv+uv>’ Bauv—x@.v+uv)=2x

Bouv—xu.v—xuv' =2x - v[B3u—xu']l—xv.u=2x

{3u—u’x=0

xv'.u=2x = —uv =2
3 !

> 3u=ux » =%
x u

Integro miembro a miembro:
In(lul) =3mnx) +c¢
In(Jul) = In(x®) +c

eln(ud) — eln(x3)+c — eln(x3) o€

3 tomo k=1 3
- u=k.x — u=x

—.3
r_ u=x 3.0 p_ 2
> —uv' =2 — xv'=2-> v=—
—x
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Integro m.a.m.:
—2 1
vV=x +cl=p+c1 c,eR

1
y=u.v=x3.(ﬁ+cl) =x+¢.x3

Entonces, la solucién general es:

y=x+c.x3

Pasa por el punto (1, 2/3):
2 3 1
§ = 1 + Cl' 1 d C1 = _§

Por lo tanto, la solucidén de la ecuacion diferencial pedida es:

xs
=X——
y 3




125. La velocidad de desintegracion de una sustancia radioactiva es
proporcional a la cantidad de sustancia presente. Si inicialmente hay 80
gramos de sustancia y al cabo de 3 dias quedan solamente 10 gramos,
calcular la cantidad de sustancia que habra al cabo de 5 dias.

Datos del enunciado:
Velocidad de desintegracion =y’

Yo =80
Yo = 10
YV' — k integro m.a.m. In(|y|) — Xk +C

e'”(M) — exk+C — e><keC _ eka

y=e*c, C,c,keR

Yo =€"c=80—>c=80
c=80
1 1
_ _ 3k 3k _ + k _ &
Yz =10 = 80e™ —e _8—>e =3

Entonces, tenemos que:

k=£ 5x 24 X 4
y =80e% — 25y = 80 (%) 3 )Z‘XZ

Por lo tanto:

En el quinto dia habrad 2,5gr de sustancia
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126. Sea lf(x,y,z) =(xz,y,x-1) y sea S la linea de campo de F que

pasa por P=(1,1,2) . Hallar una ecuacion para el plano normala Cen P

Sea S el plano normala Cen P.

La Linea de campo es aquella que en cada punto el campo es tangente.
Entonces evallo el campo en el punto dado y obtengo la direccién de la
recta tangente. Ese vector es normal al plano normala Cen P.

Graficamente es: Z

tgaCenP

V<

F(r)=Fui2 =(1211-2)=( 2,1, -1) = Ng

S:2x+y-z=d
donde d=Ns.P=(2,1,-1). (1,1,2) =1

Por lo tanto, una ecuacion para el plano normala Cen P es:

S:2x+y-z=1f




127. Siendo ?(X’y) =(2y, 1) calcule el drea de la regién D del plano

xy limitada por x=0y las lineas de campo L; y L, de f que pasan por los
puntos (-4,0) y (-1,0) respectivamente.

E(x,y) = (fl, f, ) para hallar las lineas de campo hallo:

%:ﬁ — %:d_y —2ydy =dx
f, f, 2y 1

Integro m.a.m.:

2ydy=dx >y’ =x+c ,ceR

Esa es la solucidon general. Busco las particulares segun los datos del
enunciado:

= [;pasapor(-40): 0®=—4+c >c=4—> Ll:y2=4+x

= [,pasapor(-1,0): 0°=-1+c >c=1—> L, Y2 =1+X

Grafico D: 2 Ly
=

L,

X

B b
) rad

D=DiUD:2

-1

Hallo el 4rea de D:

Para integrar el area, tengo en cuenta que la forma de D tiene simetria
refleja con respecto al eje x y considero solamente la parte con valores de
y>0y luego duplico ese valor para conocer cuanto vale Ap.
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Si la integral se hace cambiando el orden (o sea primero integrar x luego
y) hay que tener en cuenta que los valores de y son siempre negativos por
lo que ese eje deberia apuntar hacia abajo y resulta, asi, que L; queda por
debajo de L.

por simetria refleja
con respecto al eje x

m=floay = o oay=2) [ oy [ [ ayo |-
= 2| [ (VA x)der j"l(m_m)dx} _

=2_§ (4+x)° j+(§\/(4+ X)’ —g\/(1+ x)3j _OJ=
o5, 15-08 2] 2
3

3 3

28
A

Cambiando el orden de integracion, se debe considerar esta forma:
por simetria refleja

con respecto al eje x

X AD:.U dxdy = 2” dxdy =

D =LD1 U D2

y :Z_H dxdy+jj dxdy}

2[4 o -4)e -

= 2:'[:3dy+f(—y2 +4)dy} = 2[3+§} :? =A




——
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Capitulo X:

VOLUMEN

MASA

INERCIA

MOMENTO ESTATICO
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ALGUNAS “FORMULITAS”

A continuacién voy a dejar algunas “formulitas” para recordar. Se

utilizan para calcular la masa (de un volumen, superficie o placa), el
momento de Inercia, Estatico y Centro de Masa, tanto en R? como en R 3,

Sean W un volumen, S una superficie en R3 E(r,t) una

parametrizacién de S, D una placa en R? (o la proyeccién), & la densidad.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Masa de un volumen = ”L/ S(x.y.dVol

Masa de una superficie = ”D 5(,3’(r, t))”ﬁ 'r XE 't Hdr.dt

Masa de una placa = ”D O(x,y dx.dy

Momento Estatico xy = Sxy = ”.[N 2.0(y 5., dx.dy.dz
Momento Estético yz = Syz = ﬂ X.0x.y.o dx.dy.dz
Momento Estético xz = Sxz = H.[N YOy, dx.dy.dz
Momento de Inercia xy = Ixy = IJL/ 22-5(x,y,z)dV0|
Momento de Inercia yz = lyz = ” Xz.é‘(xyyyz)dVOl

Momento de Inercia xz = Ixz = H_[N y2.5(xyyyz)dVoI
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10) Momento de Inercia eje x = Ixx = jﬂN (y2 +2° )5(X’y’z)dV0|
11) Momento de Inercia ejey = lyy = ”L/ (X2 +2° )§(X'y’z)dV0|

12) Momento de Inercia eje z = lzz = ”_[N (X2 + y2)5(xvy’z)dV0|

13) Centro de Masa = (Xs, Y6, Zg )

Syz y S xz Sxy

Donde: Xg= , Y= , 2=
Masa Masa Masa

14) Area de una superficie = ”Sds = HD HE 'r XZ’ 't Hdr.dt
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128. Calcular ffz \/ﬁd‘g

Siendo 3 la porcién de superficie dez=x2+y?,conz<2;y=x;x=0

Analizo la forma de }:
x> +y® — paraboloide vértice en (0,0,0)

7=
z <2 —elplano z=2 limita el crecimiento del paraboloide
0<x<y
Proyeccidn de ¥ sobre el $z | x=0
plano xy y A ol
x=0 2R
&5 ‘
el x=y T ,
¥ 4 ‘j: (8] \ | ‘¢,
. 12y A
P oy (2
x e
,‘ ———— - :’.‘r ------ -
T T / "
== —t
4 2 N
0=x<./2 x |
Parametrizo la superficie de 3:
z

Sy) = (%, 7, x2 +y?)

5. = (1,0,2x)
! >N=(2x,2y,-1)> |IN|| = /4x% + 4y2 + 1

&', = (0,1,2y)

Entonces: 'U ;ds:” 2
1+ 4x2 + 4y ° J1+4x% +4y°
= J'Dm\/1+4x +4y*dx.dy J:[ 2dxdy_

E jacob 2 x
:ijfo r drdt_zj dtzzjfdtzz.(%—%j—%

ds
IN[dx.dy =

2 —
I J1+4x% + 4y “

|
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129. Sea la integral expresada en coordenadas esféricas:
op % a2
| = IO .[03 IOCOS(‘P) pisen(p)dpdedd

a) Describir la regidn de integracidn.
La parametrizacion en coordenadas esféricas es:

Swen =( psen(p)cos(9) , psen(p)sen(9) , p.cos(p))

® > dangulo de rotacién sobre el plano xy

d) - dangulo de rotacién sobre el plano yz

y (o sea, como va “cayendo” el eje z)

P > eslavariacion del radio

_2 2 —
Como IOCOS(‘/’) dp—0< p< cos(0)
®

— lim.sup.= p.cos(p)=2 > z=2
Proyecto sobre el plano yz para ver la forma
(después soélo queda rotarlo 2 sobre el plano xy)

Al girar ese tridngulo sobre el eje z, se va formando un
semicono positivo con vértice en (0,0,0) (y su interior) | G ‘;

Parametrizacién de un semicono positivo en coordenadas polares:

P maximo se obtieneen ¢ =% —>p MaX.=—; = =

z=kr ; kireRR 2

p=% > a==% - y=4.c05(2)=2J3=r maximo
— z=kr - 2=k2J3 k=1

4cos(ex ) 2\/5 Y

La superficie del cono se da (en coordenadas cartesianas) por

2 2
z:w/%ix +y )

Sea W la zona de integracion:



:{(x,y,z)eRS: %(x2+y2)£z£2}

b)Resolver la integral en el sistema de coordenadas mas conveniente.

Como W queda dentro del cilindro de r :2\/§ centrado en el eje z,
entonces hago un cambio de coordenadas a cilindricas:

Ben =(r.COS(t), rsen(t), z) con0<r<2y3; 0<t<2 <

5

cambio de
var iables JACOBIANO
, 72 2 CARTESIANA r——-M—x
I :jo I03 J'OCOS( I p’sen(p)dpdpdd = .[J' p sen(p an((D)dxdydz_
(ci,:-elm-bio
A Zagli?:isam/«s 2 25 2 JACOBIANO
Z.MN’/XZ +yi+z2%dxdydz = L”L L\/rz +2%. r  dzdrdt

V3
TAMBIEN QUEDA HORRIBLE PARA INTEGRAR

HORRIBLE PARA INTEGRAR

Me parece conveniente integrar en coordenadas esféricas:
2

g 7 % % |cos(p)
= [ [} [ psenlp)pdpde = [ [+ 2 senlp)dpdo =
a2l 16 sen( ) CALCULADORA 27
=} L ysipentelese =4[ [ eds = 4]0
= §27T :5—672' = 56
3 3 | =20,

3
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130. Seala mteéal'r/4 : J‘4_\/X2+222 ddedZ

Va—z2 Jadx?4z

a) Describir la region de integracion e interpretar su significado.
Al resolver la integral se hallard el volumen que contenido por las
superficies que limitan la integracién.

4 x%2+22 4 x2+2*

Ijm _4iIxP42? ddedZ_IdzjdeI4+ Ix? 422

—44+X*+22 <y<4-x*+7% (A) € dossemiconos con eje en el eje ‘y’
Na—72 <x<AJ4- 72 (B) € cilindro sobre eje “y “ de radio 2

-2<2<2 (C) < valores minimo y maximo de z

4-7% 5x*=4-7* 5 x*+7% =4




b) Calcular la integral

Por la forma que tiene el sdélido, conviene usar coordenadas cilindricas,
proyectando sobre el plano xz.

Parametrizacion de la superficie:

Oy = (r.cos (t),y, r.sen(t))

0<r<2

r=0
ey
0<t<2m —44+X*+ 2% =—4+~r? = 4+
“d+r <y<d-r & r=0
4—~X*+2° =4-~r? =47

Calculo la integral:

acoblano
Vol = j .[Jﬁ : X:Z dydxdz—rﬁj J‘MJ r .dydrdt =
8r—2r?
= [ [ r@-r—(a+nydrdt=["ar? - it j”%dt__,,

Vol :%7{
3
{ 383 }



131. Calcular la masa de una placa plana Q definida por

Q={(xy)ER %X’ +y*24;:x* +(y-2)’<4 }

Si la densidad de la placaes &(X,Y) =

Analizo la forma de S:

puntos afuera de la

x? +y? >4 — < cirucnferencia radio
2 centro (0,0)

Disco radio 2
centro (0,2)

x? +(y—-2) g4—>{

Por la forma de Q, me va a convenir trabajar con coordenadas polares.

{x:r.cos(t) Yo X2 4y

— x> +y>=r?; jacobiano=r
y =r.sen(t)

Variacién del Radio:

limite inf.:x* +y*=4>r°=4—"25r=2
limitesup.: x> +(y—2Y =4 > x*+y’ -4 y +4=4—
R It

r2 r.sen(t)

r>0

—r? =4rsen(t)—2>r =4.sen(t)
2<r<4sen(t)

Variacién de t:

t va a variar entre los dos puntos de interseccidn de las circunferencias:



Xty —4=x"+x"+y’ -4y > -4=-4y 5y=1
Entonces:
X +1=4 > X*+=3 > ¥ =

o opuesto 1 s
Limite inferior de t: tg(al) = =—>a, =
adyacente /3
opuesto 1 5
Limite superior de t: '[g(or2 ) _ OPUeso _ 2 —>a, = 27
adyacente /3 6
T ct<>F
6 6

Calculo la masa:

Jacoblano

Masa = ” o(x, y)dx.dy = ” [dexdy ” .Fdr.dt=

5x 57 5z
- J’f E'Sen(t) dr.dt I (4 sen(t) — 2)dt = —4.cos(t)| 2 — 2| 2
6

Masa = 4\/§——
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132. Sea el tetraedro W = {(x,y,z) ER3: x+y+z<b,x20,y20,z20,
b > 0 }. Hallar la coordenada ‘y’ del centro de masa sabiendo que la
densidad volumétrica es constante y que su volumen es igual a 1/6 b3.

. A Y;O
Analizo la forma de W: 7
b Nt
X+y+z<b = puntos por debajo i A+
del plano x+y+z=b A O b! Sy

. : b /,:

x>0,y2=0,z>0 - primer octante ! _F

x4 " [x0
S(x,y,z) =k, kER

Proyeccion en xy ,

1
Vol,, ==b* — Masa,, =~ Y
6 0<x<b b
Centro de Masa = (Xs, Y6, Z6 ) - 0<y<b-x
0<z<b-x-y

En el enunciado se pide calcular Y.

b
Ys = I\/SIas donde S, = Hj Y-O.y.ny-AVOL.

o = [[[ ykavol. =k ' [ [ ydzdydx=k[" [ y(b - x~ y)dy.dx =
_kHbX (b-x)- y? dy.dx= kJ'L ——S‘ngjdx:
:kﬁ((b—X)z(b—X)_(b;X)stX:kﬁ(3(b—X)3—2(b—><)3jdx:

«

2 6
o (b—x)° k b 5. k(b*) kb*
=k| | ——|dx=—| (b—x)'dx==| — |=—=S
jo( 6 J 6-[0( ) 6[4 24 7
Hallo la coordenada ‘y’ del centro de masa:
kb*
Y Sxz 24 _kb* 6 b Y :9
= = = . = — G
® Masa k 24 'kb® 4 4

~p
6



133. Sea Qz{(x,y,z)eR3:x2+y2£4;OSZSQ—XZ—yZ}.
Calcular el momento de inercia de Q respecto del eje z si su densidad es

o(x,y,2)=k.y* .

Analizo la forma de Q (a través de la superficie frontera):

X*+y*=4 =>» Cilindro centrado en el eje Z, radio 2
7=0 => Plano xy

=» Paraboloide invertido, “vértice”
z=9-x*-vy* =9—(X2 +v2)

(0,0,9)
Proyeccion de Q en el plano XY

Y,

D

Planteo el calculo de momento de inercia del eje Z:

I, = I”Q (x2 + y2)5(x, y, z)dx.dy.dz

Por la forma de Q voy a calcular la integral con coordenadas cilindricas.

X =r.cos(t) . . 0SZ£9—(x2+y2) O0<r<2
>X+y =r - 0<t<2r

{y=f-39n(t)> <0£z£9—r2 07202

Por lo tanto: jacobiano=r

2
x2+y2) k.y jac

2( ~
|, = J'Ij'q(xz + y? Jk.y2dx.dy.dz = j;”j:ffr r2 k.r2sen?(t).r dzdr.dt=

r.sen’(t)

sen?(t).(9r°—r7)

2
L7278 > 2 (7 ) or® ré 3
—k jo L r.sen?(t).(9—r?).dr.dt =k jo sen (t).(?—g]odt_
= k[ sen’ (t).640t = 64k.z
=KJ, badt =04k. |, =64kr
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134.

Hallar la masa de un alambre en forma de

hélice

Alt) = (3.cos(t),3.sen(t),t), t € [0,2n], cuya funcién de densidad en cada

punto es proporcional a la distancia del punto al plano y=0

Sea C la curva que representa al alambre.

Analizo la forma de C:

A(t) = (3.cos(t),3.sen(t),t), t € [0,2n]
Es una curva hélice circunscripta en un
Cilindro de radio 3 centrado en el eje z.

Va del punto (3,0,0) hasta el (3,0,2m)

5(x,y,2)=k|y|; keR

ky (siy=20-0<t<r)

5 1) ) = -
~olxy.2) {—k.y (siy<0—>r<t<2r)

Para calcular la masa, como es una integral de linea, necesito hallar el
moédulo de la derivada de A(t) = (3.cos(t),3.sen(t),t)

A'(t) = (~3.sen(t),3.cos(t) 1) — Hx_l'(t)u =410

Calculo la masa:

Masa = _fc f(x,y,2)dl= L o(xy,z)dl = .[m O

si y>0 si y <0

= IO” (k.3.sen(t).\/ﬁ)dt + Jjﬂ (— k.3.sen(t).\/ﬁ)dt =
:3k\/ﬁ[ jo” sen(t)dt — r sen(t)dt} = 3k+/10.4 =12k+/10

Z'(t)”dt =

Masa =12k~/10




TABLA DE INTEGRALES
(las mas utilizadas)

(si no son integrales definidas, agregarle una constante a cada integral)

=

. Ix"dx = ixn+1
n+1

N

: Jédx = log(x|)

3. |e¥dx= 1eax
a
4. [ sen(x)dx = cos(x)

5. [cos(x)dx = —sen(x)

ax

X.
: e¥dx = -—= -1
Ixe X=— = (x-1)

)]

~N

: I sen’ (ax)dx = 2—161(ax — sen(ax)cos(ax))
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sen"*(x)cos(x)

n-1
: "(x)dx =— "2(x)d
8 Isen (x)dx r— Isen (x)dx

2 _1 1.1
9. Icos (ax)dx = 2a(ax+sen(ax)cos(ax))_ Xt o sen(2ax)

n-1
10. J'cosn (x)dx = -2 (x)sen(x) 1 _1j cos"?(x)dx
n n
2
11. j\/a2 —xzdx:gxfa2 — X2 +%arcos[§) ;(a>0)
12. Ix.\/a2 —x%dx = —%\/(az ~x*f

13. jx.\/xz +a’dx = \/(x2 J_raz)3

1
3

3
14. [xJa+bx.dx= 230x - iz)'bz(a +bx)

2 bx)’
. j\/a+bx.dx:¥

1

Ul
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Sobre la autora de este libro

Mi nombre es Sylvina Enriquez y soy graduada de la
carrera Arquitectura, en la Universidad de Buenos Aires en 1989.
Retomé mis estudios hace unos afios, pero enfocado en el drea
de informdtica. Comencé la carrera de Licenciatura en Andlisis
de Sistemas en la facultad de Ingenieria de la misma universidad
en el afo 2012.

En el afio 2013 cursé esta materia (Andlisis Matematico Il)
con dos profesoras que me explicaron tan bien la materia que la
pude entender... y ahora intento transmitir esos conocimientos
adquiridos.

Espero que el material aqui volcado les sea de utilidad
para entender y aprobar la materia. Si encuentran algun error, o
algo no se entiende bien, por favor, comunicamelo por correo
electrénico: sylvina64@gmail.com

“La mente es como un paracaidas: solo funciona si se abre”

(Albert Einstein)
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Estos y mds ejercicios los podés encontrar en los grupos de Facebook:
n AMII - Fiuba - ejercicios resueltos por Sylvina
ﬁ Analisis matematico 2 UTN FRBA

ﬁ Calculo Il - UNSAM - ejercicios resueltos (examenes, guias, consultas)
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