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PRÓLOGO 

La idea de este libro es ayudar a l@s estudiantes de 

Análisis Matemático II a entender la materia en una forma 

práctica, con fundamento teórico que ayuda a resolver los 

ejercicios y eso que tanto “aprecian” l@s profesor@s. No 

pretende, en absoluto, reemplazar las clases, sino que sirve de 

apoyo. 

En este libro se verán todos los temas de la materia, en el 

orden que se suele dictar en FIUBA. 

Los enunciados de los ejercicios están extraídos de los 

exámenes parciales y finales tomados en los últimos años (2013 

al 2019) en la Facultad de Ingeniería de la U.B.A. y en la UTN 

FRBA, como así también de ejercicios seleccionados por dos 

profesores de FIUBA. 

Espero que les sea de utilidad, no sólo para entender la 

materia, sino también para aprobarla. Se requiere de mucha 

ejercitación. Aquí les dejo muchos ejercicios agrupados por 

temas para que practiquen… y practiquen… y practiquen. 

Yo les sugiero que lean el enunciado, lo piensen, anoten 

los datos que les brinda el texto y las incógnitas a buscar… si 

parece complicado, respiren hondo y arranquen con lo que 

saben.  
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Capítulo I:  

 

GEOMETRÍA 

 DEL PLANO  

Y DEL ESPACIO 
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REPASO de GEOMETRÍA DEL PLANO 

RECTA: es un conjunto de puntos alineados.  

Para definirla necesitamos una dirección y un punto de paso. Por eso vamos 
a tener que conocer, al menos, dos puntos.  

La dirección se obtiene restando un punto del otro. 

Por ejemplo: 

A = (2,3,1) y B = (2,5,4)   

→ dirección: )3,2,0()1,3,2()4,5,2( =−=−= ABAB  

Recta += ttXL ,)1,3,2()3,2,0(:  

Ángulo entre rectas: 

Sean v1 y v2 las direcciones de las rectas L1 y L2 respectivamente, el ángulo 
entre L1 y L2 se calcula con: 

( )barb
vv

vv
cos

.

.
)cos(

21

21 =→==   

De aquí se puede observar por qué, para comprobar ortogonalidad entre 

dos rectas, necesitamos obtener que v1 . v2 = 0, pues arcos(0) = 
2


 

PLANO: es un conjunto de puntos de R3, un objeto geométrico sin volumen, 
o sea, tiene dos dimensiones. 

Para definirlo se necesitan una recta normal y un punto que pertenece al 
plano. Y eso se puede obtener con 3 puntos no alineados. 

Para obtener la normal al plano, necesitamos dos direcciones de rectas no 
paralelas contenidas en el plano. La dirección de la normal se obtiene 
hallando el producto vectorial de esas dos direcciones. 



Pueden darnos una recta y un punto no contenido en la misma (la recta 
contiene infinitos puntos) o dos rectas. 

Por ejemplo: 

A = (2,3,9) , B = (1,3,5)  , C = (0,1,2) 

( )2,1,8
)3,2,1()5,3,1()2,1,0(

)4,0,1()9,3,2()5,3,1(
−=→

−−−=−=−=

−−=−=−=
BCxAB

BCBC

ABAB
 

Para armar la ecuación del plano, necesito hallar el producto interno entre 
la normal y un punto de paso: 

( )( ) 54102,1,0.2,1,8. =++=−=PN  

( )( ) ( )( )2,1,0.2,1,8,,.2,1,8 −=− zyx  

Plano:  

528: =++− zyxS  

Una recta y un plano:  

Para saber si una recta está contenida en un plano, hallamos la 

intersección. Si resulta ser un punto solo, entonces estamos en una recta 

NO contenida en el plano.  

Por ejemplo: 

528: =++− zyxS      y    += ttXL ,)1,3,2()3,2,0(:  

Hallo LS  : 

→++= )13,32,2(: ttXL ( )


( ) ( ) 51323228 =++++−
 ZYX

tt  

216858115263216 =→=→=+−→=++++− ttttt  

• Un solo valor de t implica que LS   es un solo punto →  SL   
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Distancia de un punto a un plano:  

Sea P el punto y S el plano, averiguar la distancia de P a S es averiguar la 

menor distancia. Y eso se obtiene trazando una recta perpendicular al 

plano, que pase por P, hallamos la intersección de esa recta en el plano y 

obtenemos un punto Q. La distancia que tenemos que hallar es la norma 

entre los dos puntos.  

( ) QPQPd −=,  

La recta se halla utilizando la dirección de la Normal al plano y P como 

punto de paso. La intersección se calcula como indiqué en la hoja anterior. 

( )

( )

( )4,3,:

4,3,0

1,1,15:

−+=→

−=

=→=++

tttXL

P

NzyxS S

 

( )


( ) ( ) ( )2,5,2263543 −=→=→=→=−+++ Qttttt

ZYX 
 

Entonces: 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

12

222

2,2,2

2,5,24,3,0

,

222

=

=−+−+−=

=−−−=

=−−−=

=−= QPQPd

 

( ) 12, =QPd  

Otra forma de calcular la distancia es utilizando: 

( )
N

dNP
SPd

−
=

.
,   



siendo N la normal a S, y d el número real independiente de  la ecuación del 

plano. 

Entonces:  

( )
( )( )

( )
1232

3

6

3

51

1,1,1

51,1,1.4,3,0
, ===

−−
=

−−
=SPd  

Distancia de una recta a un plano:  

Para hallar la distancia entre una recta y un plano, primero tenemos que 

averiguar si la recta es paralela al plano, pues si no lo es, la distancia es 0 

porque se intersecan. 

Una vez que se observa que son paralelas, se procede igual que en el 

ejemplo anterior, utilizando como P algún punto de la recta. 

Ortogonalidad de una curva con respecto a un plano: 

Para saber si una curva es ortogonal a un plano, lo que tenemos que 

observar es la normal al plano y el vector tangente a la curva en el punto 

SCQ = , pues deben ser proporcionales para asegurar su 

ortogonalidad. 
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Ejercicios 

1. Hallar la ecuación cartesiana de una recta que sea paralela a la recta 
intersección de los planos 3x -2y + z = 6 y x + 2y – 3z = 5, que pasa por el 
punto (0,1,3) 

Sean S el plano dado por la ecuación 3x - 2y + z = 6, T el plano de ecuación x 
+ 2y - 3z = 5, y L la recta pedida en el enunciado, la dirección de L está dada 

por la dirección de TS  . 

Para hallar esa dirección es práctico recordar que la misma está dada por el 
producto vectorial de las normales de los planos intersecados. 

S: 3x - 2y + z = 6  → NS = (3,-2,1) 

T: x + 2y - 3z = 5  → NT = (1,2,-3) 

La dirección de L es (3,-2,1) x (1,2,-3) = (4,10,8) 

Entonces: 
 

 

 

  

( ) ( )3,1,04,5,2: += tXL



2. Calcular la distancia del punto P=(2,4,3) al plano de ecuación 4x - 3y + z = 6 

 
Cuando piden calcular la distancia de un punto a un plano, se hace 

referencia a la menor distancia.  

 
 

Sea S el plano de ecuación 4x – 3y + z = 6 → NS = (4,-3,1) 

 

( )
( )( )

( ) 26

7

26

61

1,3,4

61,3,4.3,4,2.
, =

−−
=

−

−−
=

−
=

N

dNP
SPd  

 

 

( )
26

7
, =SPd   
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CONJUNTOS 

Un conjunto es una colección de elementos. Los que se ven en esta materia 
son conjunto de puntos de  R2 o R3.  

Estos puntos se pueden clasificar en: 

Punto frontera: es aquel que, en una vecindad, tiene puntos que 
pertenecen al conjunto y puntos que pertenecen a su complementario. 

Punto Interior: es aquel que tiene una vecindad donde todos los puntos 
pertenecen al conjunto. 

Punto aislado: es aquel que, haciendo una intersección de una vecindad de 
ese punto con el conjunto al que pertenece el punto, da como resultado 
solamente ese punto. 

Voy a mostrarlo gráficamente: 

A = { (x,y) Є R2 : x2 + y2 ≤ 4 U (3,2)} , P = (3,2) , Q = (-2,0) , R = (0,1) 

 

P es punto aislado, Q es punto frontera y R es punto interior 



 

Los conjuntos que más se suelen mencionar en esta materia son: 

Conjunto abierto 

Es aquél en el que todos sus puntos son interiores, o sea que tiene todos 
sus elementos rodeados por elementos del conjunto. 

 

Ejemplos: A = { (x,y) Є R2 : x2 + y2 < 4} 

  B = R2 

  C = R3 

 

 

Conjunto cerrado 

Es aquel que contiene a todos sus puntos frontera. 

Ejemplos: A = { (x,y) Є  R2 : x2 + y2 ≤ 4} 

     B = { (x,y,z) Є  R2 : y = 5  } 

     C = R2 

     D = R3 

 

 

 

 

 

(sé que suena raro… pero es así:  R2 y  R3 son conjuntos cerrados y abiertos) 
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Conjunto acotado 

Es aquél que puede quedar “contenido” por una bola (sin importar el 
tamaño de la misma), o sea, que existe un conjunto mayor que lo puede 
“encerrar” 

Ejemplos:  

A = { (x,y) Є R2 : x2 + y2 < 4} 

B = { (x,y) Є R2 : y = x2  ^  |x| ≤ 2} 

 

 

 

 

 

 

Conjunto compacto 

Es aquél que es cerrado y acotado. 

Ejemplo: A = { (x,y) Є ℝ2 : y = x2  ^  |x| ≤ 2} 

 

 

 

 

 

 

 

Los ejemplos los dibujé en R2 porque son más simples de graficar, pero es 

similar en R3  



Conjunto de nivel 

Este conjunto es el que está dado por todos los puntos del dominio que 
hacen que una función de Rn → R arroje un valor determinado. 

Según el n con el que estemos trabajando, se trata de curvas, superficies o 
volúmenes de nivel, si estamos en R2, R3, R4 respectivamente (las últimas 
no se ven en esta materia. Cuando n>4, se los denomina Conjunto de nivel). 

 

 

Ejemplos: 

f (x,y) = x2 + y2 + 2 

( ) ( )  ( ) 2 2 2 2

6 , : , 6 , : 2 6C x y f x y x y x y=  = =  + + =R R  

Entonces: 

( ) 2 2 2

6 , : 4C x y x y=  + =R  

Ver la curva de nivel 6 es observar qué curva se forma intersecando el plano 

z=6 con la gráfica de la función que estamos estudiando, pero “proyectada” 

en el plano xy, pues los conjuntos de nivel “viven” en el Dominio de la 

función. 

 

 

 

 

 

 

( ) :n

k X
C X f k=  =R
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GUÍA RÁPIDA PARA INTERPRETAR  

UNA DESCRIPCIÓN DE CONJUNTO 

A continuación voy a escribir la descripción de un conjunto y lo voy a 
separar en pasos a considerar:  

 
 

 

A continuación voy a escribir la descripción de un conjunto y lo voy a  
 
 

(1) Identificar el espacio de trabajo (si es R2  o R3 ): 

Hay que prestar mucha atención para poder interpretar correctamente 

las ecuaciones (por ej. x2+ y2 = 4 en ℝ 2  es una circunferencia de radio 2 

centrada en el origen mientras que en ℝ 3 es un cilindro de radio 2 con 

el eje Z como eje) 

(2) Analizar la primer ecuación: 

Con “analizarla” me refiero a la forma que tiene y si tiene un ‘=’ o ‘>’ o 

‘<’ o ‘>’ o ‘<’. 

✓ Si es una igualdad en R3 entonces estamos frente a una superficie 

mientras que si es R2 entonces es una recta o una curva. 

✓ Si es una desigualdad en R3 entonces estamos trabajando con un 

cuerpo (la superficie y su interior/exterior, o su interior/exterior, 

según cuál sea la desigualdad) mientras que si es en R2 entonces 

estamos con una superficie en el plano xy. 

(3) Separador: 

Puede ser ; o una , o  ^ … todos ellos indican que existe más de una 

restricción o condición. 



(4) Analizar la segunda ecuación: 

La segunda ecuación muestra otra restricción sobre la primera. Y la 

analizamos de forma análoga a como lo hicimos con la primera 

ecuación.  

Ahora bien, se pueden dar los siguientes casos (al menos, para los 

conjuntos que se suelen utilizar en Análisis Matemático II – Fiuba), que 

surgen de la intersección de las formas dadas por las dos ecuaciones: 

✓  “ = “ y “ = “: Si la primera había sido una igualdad, entonces, 

vamos a tener (como intersección) una curva (o sea, una 

circunferencia, una elipse, un trozo de alguna de ellas, una 

recta…).  

✓ “ < “ y “ = “: Si la primera fue una desigualdad entonces vamos a 

tener una superficie contenida en la superficie dada por la 

segunda ecuación (limitada por la intersección con la superficie de 

la primera ecuación) 

✓ “ = “ y “ < “: Si la primera fue una igualdad y la segunda una 

desigualdad entonces vamos a tener una superficie contenida en 

la superficie dada por la primera ecuación (limitada por la 

intersección con la frontera de la segunda ecuación) 

✓ “ < “ y “ < “: Si las dos ecuaciones son desigualdades, estamos 

hablando de un cuerpo sólido, limitado por las superficies que se 

obtienen de considerar a las dos ecuaciones como igualdades (así 

obtenemos la frontera del cuerpo) 

Algunos datos a tener en cuenta: 

Si después de la segunda ecuación, existen más separadores, se 

procede de manera similar como se analizó la segunda ecuación. 

Si alguna de las ecuaciones es del tipo: 1< x2+y2+z2 < 4, entonces la 

tenemos que considerar como DOS ecuaciones, que serían:  

1< x2+y2+z2  y  x2+y2+z2 < 4 
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y, entonces, estaríamos ante el caso de un sólido cuyas fronteras son 

las esferas de radio 1 y de radio 2. 

En pocas palabras, todas las ecuaciones dadas dentro de la descripción 

definen una curva o región (que puede ser en ℝ 2 o ℝ 3 ) que se obtiene 

de la intersección de las formas de todas las ecuaciones. 

Por otra parte, hay que tener en cuenta el texto que acompaña a la 

descripción, pues suele orientar lo que tenemos que encontrar. Por 

ejemplo, nos dicen:  

“Un sólido ocupa la región…” es claro que lo que se define es un 

cuerpo y no una superficie. 

“…a través de la frontera de W…” (en R3 ), por lo tanto W es un sólido. 

“… a lo largo de la frontera de la región D”, (en R2 ), por lo tanto D es 

una superficie. 

“Calcular la masa de la superficie…” habla acerca de trabajar sobre la 

superficie y no está diciendo acerca del volumen. 

 

Un dato sobre las “superficies y normales”: 

Una superficie orientada al exterior es aquella en la cual la Normal es 

saliente. Y una normal es saliente si, observando el cuerpo que 

estamos estudiando, la normal se aleja del centro del cuerpo. 

(este tema de analizar normal saliente o entrante, y superficie 

orientada hacia el exterior, es para utilizar el teorema de Gauss y 

poder calcular Flujo sobre la superficie) 

Si trabajamos sobre Circulación, la normal no es entrante o saliente, 

pues la circulación se calcula sobre una curva. Para usar el  teorema de 

Stokes (en R3 ) vamos a analizar la superficie que queda encerrada por 

la curva. En este caso, la circulación puede estar orientada 

positivamente si, utilizando, por ejemplo, la regla de la mano derecha, 



nos indica que la normal que vamos a utilizar está en el sentido que 

necesitamos. 

Otro dato más... cuando nos dan una inecuación z > x2+y2 , ¿cómo 

saber qué parte del paraboloide tenemos que estudiar?  

Bueno… toman un punto que cumpla la ecuación. Por ejemplo (0,0,1), 

cumple pues 1 > 0…. Ese punto ¿de qué lado de la superficie frontera 

(o sea, del paraboloide) está? Del lado en donde se encuentre ESE 

punto, es donde todos los puntos cumplen que z > x2+y2 . En este caso, 

es la parte de “adentro” del paraboloide. 

(5) Nombre del conjunto: 

Esto es un dato menor, por eso lo escribí en último término. 

Por lo general, los profesores suelen nombrar cada conjunto según el 

tipo de forma que tomará. Por ejemplo: 

C: suelen describir una curva (puede ser en R2 o R3 ) 

D: suelen describir una superficie en R2  

S: suelen describir una superficie en R3  

V, W, M: suelen describir un volumen o la superficie frontera de un 

volumen (R3 )    
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PARAMETRIZACIONES 

Una parametrización es una función vectorial con la cual se definen curvas, 

superficies o sólidos (al menos las que se ven en esta materia).  

Para parametrizar curvas vamos a tener una función de una variable, tanto 

si es que estamos trabajando en R2 o R3. Siempre que definimos esa 

función, se debe escribir, además, el intervalo del parámetro que se está 

utilizando 

Curvas en R2: 

( )2

( ) ( ): , ( ) ,t tt x y t → = R R R

 
Ejemplos:  

2

1 : xyC =

 Tomo x = t, entonces queda:   

( )2( ) ,t t t t = R

 

 







=

0
:

3

2
x

xy
C

 

Acá también tomo x = t: 

( )3

0( ) ,t t t t = R  

Curvas en R3: 

( )3

( ) ( ) ( ): , ( ) , ,t t tt x y z t → = R R R

 
Ejemplos:  





=

=

yz

yx
C

4
:

2

3

 
Tomo y = t, entonces queda: 

( )2( ) , , 4t t t t t = R

 







=

=−+

yz

zyx
C

5

232
:4

 
Redefino la curva, escribiendo dos variables en función de una: 
 

55)1(55

125325232
5

232
:

2

4

−=→−==

=−→=−+→=−+→




=

−+=
−

xzxyz

yxyyxyyx
yz

yxz
C

y

 
Tomo x = t, entonces:   
 

( )( ) , 1,5 5t t t t t = − − R  

 











=

−=→=+

2

2

0

:
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5

x

z

xyyx

C

 

 
Acá también tomo x = t, entonces:   
 

( )  2,22,,)( 3 −−= tttt  

 
Esa es la forma que se utiliza para parametrizar curvas que podríamos 
llamar abiertas, como una recta, o semirrecta o segmentos. Pero en esta 
materia se usan mucho las circunferencias (caso particular de elipses) o 
trozos de las mismas.  

Antes de avanzar con las parametrizaciones vamos a ver distintos tipos de 
coordenadas. 

Las coordenadas son un sistema de referencia, con los cuales se definen a 
los puntos tanto del plano como del espacio. 

En esta materia se ven coordenadas cartesianas, polares, cilíndricas o 
esféricas (ésta última se ve en la segunda parte de la materia). 
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COORDENADAS CARTESIANAS 

En este sistema se define, arbitrariamente, un origen que suele ser (0,0) en 
R2 o (0,0,0) en R3  y los puntos están dados por la distancia que existe entre 
dicho punto y los distintos ejes. Algunos libros lo llaman coordenadas 
rectangulares. 

Gráficamente voy a ubicar el A = (1,3) y el B = (2,4,3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Las referencias se hacen con respecto a las variables x, y, z. 

Un ejemplo de ecuación cartesiana es  S: 3x + 2y – 1z = 4. Una 
parametrización en coordenadas cartesianas puede ser: 

2),()423,,(),(: −+= yxconyxyxyxS 

 
 



COORDENADAS POLARES 

En este sistema, que se utiliza para trabajar puntos en R2, se define, 
arbitrariamente, un origen que también suele ser (0,0). Los puntos están 
dados por un ángulo, llamado habitualmente ϑ (tita) o t, y por un radio que 
indica la distancia que hay desde el punto hasta el origen establecido. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En este caso, 2=r así es como el punto C = (1,1) en coordenadas 

cartesianas, también se lo puede expresar como 







=

4
,2


C en 

coordenadas polares. 

Si consideramos que el centro de referencia es el origen de coordenadas, 
entonces tenemos que: 

    x = r.cos(t) 

    y = r.sen(t) 

Este tipo de coordenadas se suele utilizar cuando estamos trabajando con 
elipses,  sean cerradas o una porción de ellas (recordar que una 
circunferencia es una particularidad de las elipses) 

Son útiles, pues si tenemos una ecuación de una circunferencia de radio 1, 
centrada en el origen y la queremos parametrizar en coordenadas 
cartesianas, nos quedaría medio fea, porque tendríamos que tener una 
definición para las y positivas y otra para los valores de y negativos. 
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222 11: xyyxC −=→=+  

Entonces queda: 

 ( )2
1 1, xx −=  con x ϵ [-1,1], para los y ϵ R≥0   

( )2
2 1, xx −−=

 

con x ϵ [-1,1], para los y ϵ R<0   

Así que queda “incómodo” para trabajar, para integrar. Sin embargo, en 
coordenadas polares nos queda: 

( ))(.,)cos(.3 tsentrtr=  

2

1

222222222 )()(cos)(.)(cos.
)(.

)cos(.
rtsentrtsenrtryx

tsentry

trx
=














+=+=+→





=

=
  

11 222 =→==+ rryx  

( )   2,0)(,)cos(3 = tcontsent  

 

De esa manera se puede parametrizar una circunferencia cerrada. Ahora 
veremos cómo proceder con un trozo de circunferencia: 









=+

xy

yx
C

1
:

22

 

  

y = x → 
4


=t

 

y = - x → 
4

3
=t  

 

( ) 







=

4

3
,

4
)(,)cos(4


 tcontsent

 



Hasta ahora hemos visto circunferencia centradas en el origen. A 

continuación, trabajaremos sobre circunferencias corridas (con el centro 

desplazado del origen de coordenadas. 

( ) 11:
22 =−+ yxC  

Es una circ. de radio 1 con centro en el (0,1) 

También puede ser escrita de esta manera: 

yyxC 2: 22 =+

 
Si la ecuación resulta ser ésta, entonces, para saber el corrimiento, 

completamos cuadrados: 

yyx 222 =+

 

0222 =−+ yyx  

011222 =−+−+ yyx

 

( ) 011
22 =−−+ yx  

( ) 11
22 =−+ yx  

En forma general, podemos decir que: 

22

222

22








=








−+→=+

aa
yxyayx  

2

2

2

22

22








=+








−→=+

a
y

a
xxayx

 

En ambos casos, el corrimiento es a/2, en y o x respectivamente  
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COORDENADAS CILÍNDRICAS 

En este sistema, que se utiliza para trabajar puntos en R3, se define, 
arbitrariamente, un origen que suele ser (0,0,0). Los puntos están dados por 
un ángulo, llamado habitualmente ϑ (tita) o t,  por un radio que indica la 
distancia que hay desde el eje “libre” hasta el punto en estudio, y una 
variable que indica un valor determinado que depende de los valores de t y 
r. Este tipo de coordenadas se utiliza cuando la superficie o el sólido quedan 
“adentro” de un cilindro (de ahí su nombre). Se ve más usualmente en la 
segunda parte de la materia.   

Voy a llamar S a la superficie en el espacio, W a un sólido y D la proyección 
de S o W en alguno de los planos coordenados. 

Para definir las formas de S o de W, suelen dar ecuaciones e inecuaciones. 
Para las formas que se suelen ver en los ejercicios en FIUBA, con hallar la 
intersección de las superficies, alcanza para decidir en qué plano proyecta 
mejor. 

PARAMETRIZACIÓN DE SUPERFICIES 

Como expresé antes, una parametrización es una función que define, en 
este caso, una superficie.  

Cuando nos dan una superficie parametrizada, nos resulta útil (para 
resolver los ejercicios, entre otras cosas) conocer la normal a esa superficie 
en un determinado punto. Esta normal resulta de derivar la 
parametrización y calculando el producto vectorial entre ambas. 

Ejemplo: 

( ) ( )   = XytcontsenytytS  2,0),(),,cos(),(:  

Resulta ser la ecuación de un cilindro que tiene su eje coincidentemente 
con el eje y. 

Para hallar la normal, primero derivo con respecto a t y a y 

( ) ( )
( ) ( )( )tsentN

y

ttsent
−−=→

=

−=
,0,cos

)0,1,0('

)cos,0,('




 



Otro ejemplo: 

( ) ( )  20;20),.,cos(),(: 2 = trconrtsenrtrtrS  

Resulta ser la ecuación de un paraboloide contenido en un cilindro de radio 
2, con eje en el eje z.  

Para saber que es un paraboloide, “desparametrizo” la superficie: 

( ) ( ) ),.,cos(),(: 2rtsenrtrtrS

rradiodiscoun
esxyplanoel

enproyectado

  
=  

( ) ( )


( ) ( ) 2222222

2

22

cos

),.,cos(),(:

yxztsenrtrrz

rtsenrtrtrS

yx

z

rradiodiscoun
esxyplanoel

enproyectado

yx

+=→+==

=



  




 

Para hallar la normal, primero derivo con respecto a r y a t 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )1,2,cos.2

0cos,'

2,,cos'
trsentrN

ttsent

rtsentr
−−=→

−=

=




 

COORDENADAS POLARES PARA ELIPSES 

A continuación, se muestra cómo parametrizar las elipses, siendo a el valor 
en que la elipse corta al eje x , y b en donde corta al eje y. 

SOLO BORDE: 

( )  20)(.,)cos(.)( = ttsenbtat  

 
  



 
35 

BORDE MÁS INTERIOR: 

( )  20,10,)(..,)cos(..),( = trtsenrbtratr  

abrjacobiano :  

Al parametrizar una elipse (con borde más interior), el parámetro r NO se 
refiere al radio, sino a un coeficiente con el que, estando en valor 0 se 
obtiene el punto del centro y con r=1 se obtienen los puntos del borde. Con 
todos los valores de 0 ≤r≤1 se recorren todos los puntos del interior. 

 

COORDENADAS ESFÉRICAS 

Se utiliza poco… y se emplea para esferas, semiconos, el famoso “cucurucho 
con helado” 

 

 

 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) cos.,.,cos.),,( sensensen=

( )







senJacobiano

radio

2:

0

20

,





=



CÓMO ENCARAR LA PARAMETRIZACIÓN 

CON COORDENADAS POLARES 

Las parametrizaciones que se suelen utilizar están dadas en coordenadas 
polares o cilíndricas (en ℝ 2 o ℝ 3, respectivamente).  

Si la circunferencia o disco están centrados en el origen, la parametrización 
resulta bastante intuitiva. Lo mismo sucede si se trata de un cilindro en el 
que su eje coincide con uno de los ejes coordenados.  

El problema suele surgir cuando la superficie o el sólido se encuentran 
desplazados en alguno de los ejes. 

Aquí dejo un pequeño resumen gráfico de cómo se puede parametrizar, en 
este caso, en coordenadas polares.  

Parametrización: 

 




+=

+=

btsenry

atrx

)(.

)cos(.
)1      donde a y b son los corrimientos en x o y 

Para ver cómo varían t y r propongo imaginar una varilla fijada en un 

extremo en el punto (a,b) y la hacemos rotar “barriendo” toda la figura que 
tenemos que integrar. Acá va un ejemplo con (a,b) = (0,1) 

 

 

 

 

Se puede observar cómo la varilla da una vuelta completa (de 0 a 2π) y el 
valor de r es constante (o varía en forma uniforme de 0 al borde constante 
para cualquier valor de t). 

En cambio, si tomo otra parametrización, los valores cambian: 





=

=

)(.

)cos(.
)2

tsenry

trx
     donde el centro de referencia es el origen 
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Acá la varilla se fija (uno de sus extremos) en el origen de coordenadas. 
Ahora lo veremos con el mismo caso anterior (un disco con centro en (a,b) 
= (0,1): 

 

 

 

 

 

Aquí se puede observar que t NO da toda la vuelta sino media (t va de 0 a π) 
y el valor de r va cambiando según sea el valor de t… entonces r va a 
depender del parámetro t. Para ver cómo varía el valor de r hacemos: 

 

 

Cualquiera de las parametrizaciones que se decida usar, debe utilizarse 
también para la superficie en R3 o el sólido. 

Hago esta aclaración porque hay veces que tenemos un cilindro desplazado 
(o una superficie cuya proyección en ℝ 2 es un disco desplazado del origen) 
pero la superficie (o el “techo”) está centrada en el origen. Ahí hay que 
tener cuidado y especial atención y utilizar la misma parametrización… o 
sea, cuando se decide que x=r.cos(t) + 1  (por ejemplo) debe utilizarse para 
todo el ejercicio. 

Acá dejo unos ejemplos de cómo resulta ser una superficie según la 
parametrización que tomamos: 

 

 

 

 
6

5

6
;20;1)(.,)cos(.),(


 














−=→ trtsenrtrtr

YX 



 

 

 

 

 

 

 

 

 














−=→
 YX

tsenrtrtr 1)(.,)cos(.),(  

 
Con esta parametrización, el centro donde se fija el 
extremo de la “varilla” queda desplazado en (0,-1) 
Entonces,  t varía desde π/6 a 5π/6 
Y r varía entre y=0 y la circunferencia 
 

Límite inferior: 1)(.1)(.0 =→−== tsenrtsenry  

Entre los valores de t, sen(t) no se anula, por lo que 
)(

1

tsen
r =  

Límite superior: r=2 
 
Recordar que una parametrización no está completa si no se escriben los 

intervalos de los parámetros utilizados.  

  





















=

tr

tsenrtrtr

YX

0;20

)(.,)cos(.),(


 













−=→ trtsenrtrtr

YX

0;20;1)(.,)cos(.),(

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CORRER O NO CORRER EL CENTRO DE COORDENADAS… THAT IS THE 
QUESTION 

Para elegir si correr o no el centro de coordenadas, es importante leer el 
enunciado del problema. En lo que se refiere a ejercicios de la primera 
parte de la materia, no hay mucha diferencia entre optar por desplazarlo o 
no. La decisión “correcta” a tomar influye más en la segunda parte, debido 
a que se trabaja en ℝ 3 y a la complejidad que se suele ver en los 
enunciados. 

Lo que voy a comentar se basa en la resolución de muchos ejercicios. Es una 
cuestión empírica. No es que no se pueda hacer de otra manera, sino que 
es lo que recomiendo hacer en base a mi experiencia. 

Obviamente que los casos en que pueda convenir desplazar el centro se da 
en los casos en que se trate de una elipse, circunferencia o disco 
desplazados del origen de coordenadas (del (0,0) en R2 o (0,0,0) en ℝ 3). 

DESPLAZAR: 

• Si tiene corrimiento tanto en x como en y. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Cuando la elipse, circunferencia, disco abarcan puntos de más de 
dos cuadrantes. 

 

 

 

 

 



 

 

• En los casos en que los límites de r varían según cómo se mueve t 

Si no se desplazase el centro, los límites serían: 

Si t0 ≤ t ≤ t1  : 

→ )(.20 tsenr   

Si t1 ≤ t ≤ t2    

→ 
)(

1
0

tsen
r   

En ese caso, termina resultando una suma de integrales 

NO DESPLAZAR: 

• Si la zona a integrar tiene dos círculos con distintos 
desplazamientos. 

 

 

 

 

 

 

• Cuando, trabajando en R3, la superficie “techo” y/o “piso” están 
centradas en el eje libre (generalmente z). 
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EJERCICIOS 
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3. Hallar aR  de manera que la recta de ecuaciones 3=−+ zayx  y 

5=+ zx resulte perpendicular, en el punto (4,0,1), a la superficie de nivel 

de la función ( ) ( ) xyzxyf zyx 4cos42,, −+=  que contiene dicho punto. 

Sean P = (4,0,1) y C la curva del enunciado. 

Hallo el conjunto de nivel f en P: 

( ) ( ) 12121640 1,0,41,0,4 −=→−=−+= ff

 

( ) ( ) 3

12 , , : 2 4 cos 4 12S x y z xy z y x− =  + − = −R

 

Como S -12 es la superficie de nivel -12 de ( )1,0,4ff →  es proporcional a la 

normal a S -12. 

( ) 12 04,0,1
. ,Sf k N k

−  = R  

Hallo ( )1,0,4f : 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )4,8,4cos4,.42,42
1,0,41,0,4 −=−−= yysenzxyf  

Para que C resulte ⊥  a S -12 en P, necesito que la dirección de C  sea 
proporcional a la normal a S -12 en P. Para esto necesito un vector director , 
por lo que voy a tomar un valor arbitrario de k = 4 pues, para este ejercicio, 
la proporción no importa. 

( )1,2,1
12

−=→
−SN  

Para hallar la dirección de C hallo el producto vectorial entre las normales a 
los planos del enunciado, tal como se resolvía en el CBC. 

( )

( )
( )aaxNN

Nzx

aNzayx
C −−=→





=→=+

−=→=−+
,2,

1,0,15

1,,13
: 21

2

1
 

La dirección de C es (a,-2,-a) y la normal a la superficie de nivel -12  en P es 
(-1,2,1)  →  (a,-2,-a) = t(-1,2,1)   t ϵ R 

1122 =








=−

⎯⎯ →⎯−=→=−

−=

−=
a

ta

tt

ta

ta  1=a



4. Hallar los puntos de la curva C definida por las ecuaciones 

( )



=−+

=−−

11

0

22 yx

zyx
 

Para los cuales resulta el plano normal a C paralelo al plano x + y = 3 

Analizo la forma de C (para parametrizarla): 

→ plano 

→ cilindro corrido, radio 1 

Como C es la intersección de un cilindro y un plano, los puntos cumplen 
ambas ecuaciones. Como cumplen la ecuación del cilindro, al proyectarse 
en el plano xy C tiene la forma de una circunferencia corrida. 

Tomo:  

( )







−−=→+−=→−=

+=

=

1)()cos(1)()cos(

1)(

)cos(

tsentztsentzyxz

tseny

tx

 

Entonces: 

( )   2,0,1)()cos(,1)(),cos()( −−+= ttsenttsentt  

Para que dos planos sean paralelos sus normales también lo tienen que ser. 

La normal al plano normal a C está dada por la dirección del vector 
tangente a C para cada punto de la curva.  

 

( )



=−+

=−−

11

0

22 yx

zyx
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La normal al plano x + y = 3 es N = (1,1,0) 

La dirección de la tangente a C en P es: 

( ))cos()(,)cos(),()(' ttsenttsent −−−=  

Tengo que hallar los valores de t para los que '( ) . ,t k N k = R   

( ) ( )0,1,1.)cos()(,)cos(),( kttsenttsen =−−−  

Entonces: 

)cos()(

0)cos()(

)cos(

)(

ttsen

ttsen

kt

ktsen

=−→








=−−

=

=−

 

Para los valores en que cos(t)=0 sen(t)≠0, por lo tanto cos(t)≠0 

4

7

4

3

1
)cos(

)(
)cos()( 0)cos(





=

=

→−=⎯⎯⎯ →⎯=− 

t

t

t

tsen
ttsen t  

Especializo la parametrización con estos valores de t hallados: 














−−

+−
=








 21,
2

22
,

2

2

4

3 y 












+−

−
=








 21,
2

22
,

2

2

4

7  

Los puntos P en los cuales el plano normal a C en P resultan paralelos al 
plano x + y = 3 son:  

 














−−

+−
= 21,

2

22
,

2

2
1P y 













+−

−
= 21,

2

22
,

2

2
2P  

  



5. Sea S la superficie parametrizada por ( ))(.,),cos(..3),( vsenuuvuvu =

   2,02,1),( Xvu  . Hallar los puntos P de S para los cuales la recta 

normal a S en P resulta paralela al plano de ecuación 1+= yz . 

Hallo la normal a S en P: 

( )
( )

( ))(..3,.3),cos(.
)cos(.,0),(..3'

)(,1,)cos(3'
vsenuuvuN

vuvsenuv

vsenvu
S −=→

−=

=




 

Sea T el plano de ecuación ( )1,1,01 −=→+= Nyz  

Quiero encontrar SP tal que TN PenS // → 
TPenS NN ⊥  

Busco los valores u y v tal que 0. =TPenS NN  

( )( ) 0)(..3.31,1,0.)(..3,.3),cos(. =+=−− vsenuuvsenuuvu  

 
 0)(1.3

0
02,1

=













+

=
→


vsenu → 

2

3
)(1


=→=− vvsen

 

No hay restricción para u  más que su dominio. 

Por lo tanto, los puntos P tienen la forma de: 

























=









2

3
.,,

2

3
cos..3

2

3
,


  senuuuu

 
Como v  tiene un solo valor, hallo la parametrización de la curva, 
dependiendo de una sola variable: 

( ) ( )ttsentttt −=



































=

−

,,0
2

3
.,,

2

3
cos..3

10 




 

Los puntos SP son:               
 

( ) ( )  2,1,,,0 −= tttt
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6. Sea C la curva parametrizada por ( ))cos(,)(,2)(cos)( 2 ttsentt += con 

 )2,0t  . Hallar todos los puntos P de C que satisfacen que el plano 

normal a C en P es paralelo al plano xy. 

Hago un croquis de lo que piden: 

 

Hallo los puntos P0 en donde la 
tangente a C sea proporcional al 
plano xy → //N=(0,0,1) 

 

 

( )  )

( ))(,)cos(),().cos(2)('

2,0,)cos(,)(,2)(cos)(: 2

tsenttsentt

tttsenttC

−−=→

+=





 

Hallo los t0 tales que  

( ) ( ) ( ) 0,,0,01,0,0)(),cos(),().cos(2)(' 0000 ==−−= kkktsenttsentt

 

0)(

0)(0)cos(

)(

0)cos(

0)().cos(2

0

00

0

0

00

→



==→









=−

=

=−

tsen

tsent

ktsen

t

tsent

 









=

=
→=

2

3
20)cos(

0

0

0 



t

t
t     → 

( )

( )







−==

==



















0,1,2

0,1,2

2

3
2

2
1









P

P

 

 

Entonces, los puntos son: 

 

 

( ) ( )0,1,20,1,2
2

3
2

2
1 −====
















   PyP



7. Sea 𝒇̅: 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 → ℝ /𝒇(𝒙, 𝒚) =
√𝒙𝟐+𝒚𝟐−𝟏

𝒍𝒏(𝒚−𝒙) 
 , donde D es el dominio natural 

de la función. Determine y grafique el dominio D y el conjunto de nivel 0 
de f. Indique un ejemplo de punto exterior y otro de punto frontera de D. 

En el enunciado se aclara que la función pertenece a un conjunto incluido 
en ℝ2, así que el dominio natural de f será aquel en que tanto el numerador 
como el denominador se pueda resolver en el conjunto de los números 
Reales.  

Si 𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝑷(𝒙,𝒚)

𝑸(𝒙,𝒚) 
  entonces el dominio natural es la intersección entre los 

Dom(P) y Dom(Q). 

Entonces, vamos a hallar y graficar ambos dominios y luego hallamos su 
intersección: 

{
√𝑥2 + 𝑦2 − 1 ≥ 0 

𝑙𝑛(𝑦 − 𝑥) ≠ 0
    
→
→ 
    
𝑥2 + 𝑦2 − 1 ≥ 0                                          
𝑦 − 𝑥 > 0
𝑦 − 𝑥 ≠ 1

      
(𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑜)
(𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟)

      

𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1    ∧     𝑦 > 𝑥      ∧     𝑦 ≠ 1 + 𝑥 

Por lo tanto, el dominio natural de la función es: 

𝑫 = {(𝒙, 𝒚) ∈  ℝ𝟐 ∶  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≥ 𝟏  ∧   𝒚 > 𝒙   ∧   𝑦 ≠ 1 + 𝑥  } 

Gráficamente: 
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Sea 𝐶0 el conjunto de nivel 0 de f: 

𝐶0 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0} 

𝑓(𝑥,𝑦) = √𝑥
2 + 𝑦2 − 1 = 0 → 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

𝑪𝟎 = {(𝒙, 𝒚) ∈  𝑫 ∶  𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏  } 

En forma gráfica es: 

 

 

 

 

 

Para indicar un ejemplo de punto exterior y uno frontera, basta con 

observar el gráfico de la página anterior: 

Punto exterior: PE=(1,0) 

Punto frontera: PF=(1,1) 

 



8. Dado 𝒇̅: 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 → ℝ𝟐/𝒇̅(𝒙, 𝒚) = (𝒍𝒏(𝒚 − 𝒙𝟐) , √𝟗 − 𝒚 − 𝒙𝟐) , donde D 

es el dominio natural de 𝒇̅ , determine y grafique el mencionado dominio 
D y el conjunto H en cuyos puntos alguna de las componentes del campo 
resulte nula. 

El dominio natural de la función vectorial es aquella en la que las funciones 
de cada componente estén definidas. Si consideramos f(X,Y)=(P(X,Y),Q(X,Y)), el 
Dom(f) es la intersección entre los Dom(P) y Dom(Q). Entonces, vamos a 
hallar y graficar ambos dominios y luego hallamos su intersección, que es el 
dominio de la función vectorial dada. 

{
𝑙𝑛(𝑦 − 𝑥2)   

√9 − 𝑦 − 𝑥2
    
→
→ 
    

 𝑦 − 𝑥2 > 0

9 − 𝑦 − 𝑥2 ≥ 0
     
→
→
     

𝑦 > 𝑥2

𝑦 ≤ 9 − 𝑥2
   

Entonces, D queda definido de la siguiente manera: 

𝑫 = {(𝒙, 𝒚) ∈  ℝ𝟐 ∶  𝒙𝟐 < 𝒚 ≤ 𝟗 − 𝒙𝟐}  

Para hallar el conjunto H, hay que analizar en qué puntos del dominio de la 

función, alguna componente resulta ser cero. 

𝑙𝑛(𝑦 − 𝑥2) = 0 

√9 − 𝑦 − 𝑥2 = 0
   
→
→ 
    

 𝑦 − 𝑥2 = 1

9 − 𝑦 − 𝑥2 = 0
     
→
→
     
𝑦 = 1 + 𝑥2

𝑦 = 9 − 𝑥2
   

Entonces, H queda definido de la siguiente manera: 

𝑯 = {(𝒙, 𝒚) ∈  ℝ𝟐 ∶  𝒚 = 𝟏 + 𝒙𝟐    ∨    𝒚 = 𝟗 − 𝒙𝟐}  

Y gráficamente es: 
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LÍMITES 

En esta materia se analizan los límites de funciones (por lo general 

partidas). 

Más allá de las definiciones teóricas que se dan en las clases y que se 

pueden encontrar en los libros (como el Tromba), podemos entender que 

cuando hacemos referencia al límite de funciones de dos variables (que son 

las que se estudian en esta materia) estamos analizando el valor al cual 

tienden las mismas a medida que nos acercamos al punto en estudio, en un 

entorno al mismo. 

Sucede que puede existir el límite o no. Si existe es porque, llegando al 

punto por cualquier camino (son infinitos), el valor del límite es el mismo. Si 

se encuentra un camino (curva) por el cual se obtienen dos valores distintos 

de límite, o el mismo oscila entre algunos valores, entonces podemos 

afirmar que le límite no existe. 

Para demostrar su NO existencia, muchas veces se recurre a límites 

iterados, o se halla con curvas que pasan por el punto y arrojan valores 

distintos. 

Lo que necesitamos es encontrar un L Є R tal que Lyxflím
yxyx

=
→

),(
),(),( 00

 

(esto es lo mismo que decir que f(x,y) → L  cuando (x,y) → (x0,y0) 

Analizar por límites iterados es ayxflímlímyxflím
yxyx

=





=

→→→
),(),(

00)0,0(),(
 

y ( ) byxflímlímyxflím
xyyx

==
→→→

),(),(
00)0,0(),(

, con a, b Є R 

Si a ≠ b entonces aseguro que el límite no existe. En cambio, si a = b, no 

puedo asegurar nada.  

 



Depende de la función (y de la práctica que tengamos resolviendo estos 

ejercicios) es conveniente optar por el camino de hallar el valor L o 

demostrar que el límite no existe. 

Por lo general: (x0,y0) = (0,0), así que vamos a ver algunos ejemplos con este 

caso: 

• 
22

2

)0,0(),( yx

x
lím
yx +→

, lo analizo por límites iterados: 

→

==










+
=











+
=

+

==










+
=











+
=

+

→→→→→→

→→→→→→

00
0

0

11
0

020022

2

0022

2

)0,0(),(

02

2

0022

2

0022

2

)0,0(),(

xyxxyyx

xyxyxyx

lím
y

límlím
yx

x
límlím

yx

x
lím

lím
x

x
límlím

yx

x
límlím

yx

x
lím

 

Con los límites iterados demostré su NO existencia, por lo tanto: 

22

2

)0,0(),( yx

x
lím
yx +


→

 

Es más, voy a mostrar que el límite es acotado entre 0 y 1 (sirve para 

calcular límite de 0 x acotado): 

22

2

0
yx

x

+
 (son todos cuadrados, por lo tanto, mayores o iguales que 0) 

Por otro lado, y2 ≥ 0, como está en el denominador, si lo saco, el número va 

a ser igual o más grande, entonces queda: 

1010
22

2

2

2

22

2


+

→=
+


yx

x

x

x

yx

x
 

• 


0.

cot

22

20

)0,0(),(22

3

)0,0(),(
=

+
=

+

→

→→

 adoa

yxyx yx

x
xlím

yx

x
lím (por ser 0 x acotado) 
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• 


0.
.

cot

22

0

)0,0(),(22)0,0(),(22

2

)0,0(),(
=

+
=

+
=

+

→

→→→

 adoa

yxyxyx yx

x
xlím

yx

xx
lím

yx

x
lím

(por ser 0 x acotado) 

Voy a mostrar que el límite es acotado entre 0 y 1 (sirve para calcular 

límite de 0 x acotado): 

22
0

yx

x

+
 (son todos valores positivos) 

Por otro lado, y2 ≥ 0, como está en el denominador, si lo saco, el 

número va a ser igual o más grande (como mostré antes): 

1010
22222


+
→==

+


yx

x

x

x

x

x

yx

x

 

0
22

2

)0,0(),(
=

+→ yx

x
lím
yx

 

• 1
.

).(

)0,0(),(
=

→ xa

xasen
lím
yx

 

• a
xa

xasen
alím

x

xasen

a

a
lím

x

xasen
lím

yxyxyx
===

→→→ .

).(
.

).(
.

).(

)0,0(),()0,0(),()0,0(),(
 

a
x

xasen
lím
yx

=
→

).(

)0,0(),(
 

• 0).(
)0,0(),(

=
→

xasenlím
yx

 

• 1).cos(
)0,0(),(

=
→

xalím
yx

 



• 
22)0,0(),( yx

xy
lím
yx +→

, este límite lo voy a analizar por dos curvas distintas 




→

==
+

=
+

=
+

=
+

→→

=

→

→

=

→

2

1

2

.

0
0

.0

2

2

)0,0(),(22)0,0(),(22)0,0(),(

2)0,0(),(

0

22)0,0(),(

x

x
lím

xx

xx
lím

yx

xy
lím

y

y
lím

yx

xy
lím

yxyx

xy

yx

yx

x

yx

 

Con distintas curvas demostré su NO existencia, por lo tanto: 

 

22
)0,0(),(

.

yx

yx
lím
yx +


→

 

• 
( )

( )
( )

( )
0

3
.3

3

3

cot

22

2
0

2

)0,3(),(22

22

)0,3(),(
=

+−
−=

+−

−
→

→→




adoa

yxyx yx

y
xlím

yx

yx
lím (por ser 

0 x acotado) 
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CONTINUIDAD 

Si tenemos una función definida en un abierto que está incluido en R2, 

podemos decir que es continua en (x0,y0) sí y solo sí   

),(),( 00
),(),( 00

yxfyxflím
yxyx

=
→

 

La continuidad de una función se puede analizar para un punto en 
particular o para todo el dominio de la función. 

En funciones de una sola variable, analizábamos los límites “por izquierda” 
y “por derecha”. Eso para funciones de R2 (las que son objeto de este 
estudio de esta materia), no es válido. Hay que observar que el límite de 
f(x,y) tiende a f(x0,y0) cuando (x,y) tiende a (x0,y0), por cualquier punto y al 
punto nos podemos acercar por cualquier lado, en forma radial. 

Al igual que en funciones de una variable, lo que tenemos que observar acá 
es que la gráfica de la función no tenga “agujeros” o “saltos” cuando nos 
estamos aproximando al punto en estudio (x0 , y0 , f(x0,y0)). 

Para analizar la continuidad, tenemos que seguir tres “simples” pasos: 

i. f(x0,y0) = a  

ii. quiero ver si Lyxflím
yxyx

=
→

),(
),(),( 00

 

iii. ver si ),(),( 00
),(),( 00

yxfyxflím
yxyx

=
→

 

Esto parece sencillo (con práctica lo es), pero tiene un truquito. Sucede que 
en los exámenes toman funciones partidas cuando piden analizar la 
continuidad, entonces tenemos que prestar especial atención en qué 
puntos (x,y) estamos evaluando.  No hay mucho misterio, así que lo 
podremos ver y, quizás, entender mejor, cuando resolvamos los ejercicios. 

En las figuras de la siguiente página se podrán observar dos gráficas (de dos 

funciones distintas). La primera es continua, al menos en el dominio que se 

ve, y la segunda no lo es en todos los puntos de la recta x=0, y sí en el resto 

del dominio que se observa graficada la función. 



 

Éste es el gráfico de una función continua 

 

 

Aquí se puede observar cómo  f no es continua en los puntos de x=0 
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DERIVADAS PARCIALES 

Si tenemos una función de varias variables (en la materia se utilizan de 2 o 

3) no se puede hablar de derivabilidad o de pendiente de la función en un 

punto pues estamos estudiando superficies (como el caso de una función 

de R2 → R). Entonces, para empezar a estudiarla, vamos a ver cómo se 

comporta en una de las direcciones, dada por una de las variables. Para eso, 

se fija el valor de una de ella y se observa cómo resulta ser la pendiente de 

los valores que toma la otra variable. 

Lo vemos gráficamente: 

Si yo tengo esta superficie → 

Y quiero analizar las derivadas parciales, 

entonces fijo una de las variables (x o y) y 

observo cómo varía la que dejé “libre” 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

),( 00 yx
x

f





),( 00 yx
y

f







Para hallarlas por definición es: 

Sea 2: ,f →R R  

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
h

yxfyxhf
lím

h

yxfhyxf
límyx

x

f

h

h

0000

0

0000

0
00

,,

,0,,
,

−+
=

=
−+

=




→

→

 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
h

yxfyhxf
lím

h

yxfhyxf
límyx

y

f

h

h

0000

0

0000

0
00

,,

,,0,
,

−+
=

=
−+

=




→

→

 

De esta manera se hallan los valores de las derivadas parciales en un punto 

P=(x0,y0) cuando tenemos una función partida, y resulta ser que ese punto P 

es parte de la frontera de las restricciones de la definición de f. 

Pero si estamos estudiando las derivadas parciales en un punto en donde 

en ese punto y en su entorno hay una sola definición de f, entonces esa 

derivada resulta de derivar la función dada con respecto a esa variable, 

considerando a la otra como una constante. 

Un ejemplo de esto es: 

Sea 2 2 2 2: , ( , ) 3 2f f x y x xy y→ = − +R R     y P =(1,1) 

Entonces:
 

( ) ( ) ( ) 4,41.21.61,126, 00

22

0000 =



→=−=




→−=




yx

x

f

x

f
yxyx

x

f

 

Por definición, sería:
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) 
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21223632122123
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lím

h

hhh
lím

h

hh
lím

h

fhf
lím

x

f

hhh

hh

hh



 

Se llega al mismo valor, pero se puede hallar por la “Regla simple” siempre 

que estemos trabajando con funciones diferenciables (esto lo veremos 

dentro de unas páginas) 

Las notaciones más comunes que se ven en la materia para llamarlas, son: 

Derivada de f en x: 

( )00 , yx
x

f





  
o  xf '

 
  

Derivada de f en y: 

( )00 , yx
y

f





  
o  yf '  

Y sus derivadas segundas se escriben así: 

( ) ( ) ( ) ( )002

2

00

2

00

2

002

2

,,,,,,, yx
y

f
yx

yx

f
yx

xy

f
yx

x

f

















 

o 

yyfyxfxyfxxf '','','',''
 

 



GRADIENTE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR 

Es un vector  cuyas componentes son las derivadas parciales de una función 

escalar.  

Entonces, sea 2: ,f →R R el vector gradiente se escribe como 

 ( ) ( ) ( )















= yx

y

f
yx

x

f
yxf ,,,,

 

Propiedades: 

( )⊥ yxf ,  conjuntos de nivel de f  

( )( ) ( )fdomyxfdom = ,   

Dado un punto ( )00 , yxP = el vector gradiente ( )00 , yxf apunta hacia 

donde crece la función. 

 

Sea 3: ,f →R R el vector gradiente se escribe como 

 ( ) ( ) ( ) ( )



















= zyx

z

f
zyx

y

f
zyx

x

f
zyxf ,,,,,,,,,,

 

 

Un ejemplo: 

Sea 
2 2 2 2: , ( , ) 3 2f f x y x xy y→ = − +R R      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxfyxyyxyx
y

f
yx

x

f
yxf ,24,26,,,, 2 =+−−=
















=  
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DERIVADAS DIRECCIONALES 

Las derivadas direccionales son las pendientes que existe, en un 

determinado punto, y en la dirección de un versor (vector unitario) dado. 

Las derivadas parciales son una particularidad de las direccionales. 

( ) ( )00

1

00 ,, yx
v

f
yx

x

f





=




 y ( ) ( )00

2

00 ,, yx
v

f
yx

y

f





=




 

con ( )0,11 =v


 y ( )1,02 =v


 

Para hallar todas las derivadas direccionales, se toma un versor genérico 

( )bav ,=


 con 122 =+ba  

( )
( ) ( )( ) ( )

h

yxfbahyxf
límyx

v

f

h

0000

0
00

,,,
,

−+
=





→


 

Esta definición se debe usar para hallar las derivadas direccionales si no se 

sabe si la función es diferenciable. Pero si se sabe que lo es, entonces hay 

una regla práctica: 

( ) ( )vyxfyx
v

f 
 .,, 0000 =





 

Otra notación para las derivadas direccionales es: 

𝜕𝑓

𝜕𝑣
(𝐴) = 𝑓 ′(𝐴, 𝑣) 

 

Siempre considerando una función diferenciable, también es útil saber que 

la máxima derivada direccional se da en la dirección del gradiente, y el valor 

que toma es la norma del gradiente. 
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













=

=



=





 
Resumiendo:  

( ) ( )0000 ,, yxfyx
v

f

máx

=





 

En forma similar, la mínima derivada direccional se da en la dirección del 

gradiente pero con sentido contrario y el valor que toma es la norma del 

gradiente, pero con signo cambiado. 

( ) ( )00

min

00 ,, yxfyx
v

f
−=




  
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DIFERENCIABILIDAD 

Para entender el concepto de diferenciabilidad  nos podemos remontar al 

concepto de derivabilidad en una función de una sola variable.  

Una función (de una variable) es aquella que admite recta tangente, y son 

aquellas que no tienen “picos” en su gráfica. Ya en el CBC aprendimos que 

si una función no es continua, entonces no es derivable. Ampliando este 

concepto, decimos que una función es diferenciable si admite plano 

tangente. Similar a lo que se ve con una variable, la gráfica de una función 

de varias variables, tampoco tiene picos, o, al menos, no es diferenciable en 

ese punto en donde se produce el pico. 

Una función diferenciable tiene propiedades que se usan a lo largo de toda 

la materia y es muy importante prestarle atención.  

Lo que explico en este libro es “masticado” para exponerlo en una forma 

más práctica. Si se desea más detalles teóricos, hay muchísima bibliografía 

(Tromba, Pita Ruiz, y toda la que se sugiere desde la página de la materia, 

en la facultad de Ingeniería – UBA) 

La forma de decidir si una función es diferencial o no, por definición, es 

verificar que el límite que escribo a continuación, sea igual a cero.  

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0

,,,,

2

2

2

1

2001000000

0
=

+













+




+−+

→ hh

hyx
y

f
hyx

x

f
yxfhyxf

lím
h

 

donde ( )21,hhh =   

 

Si se cumple esto, entonces, f  es diferenciable en ( )00 , yx y, entonces, 

admite plano tangente en ( )( )
00 ,00 ,, yxfyx  



La ecuación del plano tangente en ( )( )
00 ,00 ,, yxfyx  está dado por: 

( ) ( )( ) ( )( )00000000 ,,, yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfz −




+−




+=  

Si se presta un poquito de atención en el límite que escribí un poquito más 

arriba, se puede ver que la ecuación del plano tangente está “metida” allí. 

Lo que el límite representa es que si la diferencia entre lo que vale la 

función en un punto (x,y) y el plano tangente (si existiera), tiende a cero a 

medida que nos vamos acercando al punto. O sea, a medida de que la 

distancia entre un punto (x,y) y el punto (x0,y0) se va acercando a 0, la 

diferencia entre el valor de la función evaluada en el punto (x,y) y el plano 

tangente toma más rápido el valor 0. 

 

 

 

 

 

 

d es la distancia entre la función en un punto (x,y) y el plano tangente 

Otra forma de saber si una función es diferenciable es observar qué ocurre 

con las funciones de las derivadas parciales. Si son continuas, entonces la 

función es diferenciable. 

Para que una función sea diferenciable, debe ser continua. Pero que sea 

continua NO garantiza que sea diferenciable.  
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RESUMEN PARA ANALIZAR DIFERENCIABILIDAD de una función en un 

punto dado. 

   

 𝒙𝟎, 𝒚𝟎

( )( ) ( ) ( ) ( )
0

,,,,

2

2

2

1

2001000000

0
=

+













+




+−+

→ hh

hyx
y

f
hyx

x

f
yxfhyxf

lím
h

SI

SI

SI

SI

SI

SI

NO

NO

NO

NO

NO

NO

( )00 , yxf ( )bav ,=

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9. Sea  

 

 

Calcular todas las derivadas direccionales de f  en (0,0) 

Sea ),( bav =


, con 122 =+ ba  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

h

hbhaf
lím

h

fbahf
lím

v

f

hh

,0,0,0,0
0,0

0

0

0 →→
=

−+
=






  

( ) 2=fDom , separo al dominio en dos regiones: 

 
 
Voy a utilizar esa misma discriminación para las direcciones de v.  

Si v ϵ Región I,   ( )
yx

xxyy
yxfba

−

−+
=→

23

,  

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )
( )



( )
( )

( )

( )
a

ba

aba

ba

aabhb
lím

ba

aabhbh

h
lím

hbha

hahbhahb

h
lím

h

hbhaf
lím

v

f

baa

hh

hh

−=
−

−
=

−

−+
=

−

−+
=

=
−

−+
==





−−→

→→

→→





2

0

3

0

232

2
0

23

00

.
1

.
1,

0,0

 

 

Si 0),( =→=→ yxfbaIIv → ( )
( )

00.
1,

0,0
00

===




→→ h
lím

h

hbhaf
lím

v

f

hh


 

Entonces: 

( )




=

−
=





basi

basia

v

f

0
0,0  

yxsi

yxsi
yx

xxyy

yxf

=











−

−+

=

0

),(

23

( )  ( ) 2 2, : , :I x y x y II x y x y=   =  =R R



10. Sea 

 

 

a) Describir el conjunto de f  nivel 2 de  en coordenadas polares 

Sea C2 el conjunto de nivel 2 de f   

Si (x,y) = (0,0)  → →= 20),( yxf ( ) 20,0 C
 

Si (x,y) ≠ (0,0)  → 2
2)(

),(
22

22

=
+

+
=

yx

xxseny
yxf  

( ) 222222 2222)( yxyxxxseny +=+=+→  

222222 2)(222)( yxsenyyxxxseny =→+=+→  

Como (x,y) ≠ (0,0)  → si 00 →= yx o si 00 →= xy  

00 →= yx
( )

( )
→=

+

+
=→ 20

0

02)0(
),(

22

22

y

seny
yxf ( ) 2,0 Cy   

00 →= xy →==
+

+
=→ 2

2

0

2)(0
),(

2

2

22

22

x

x

x

xxsen
yxf ( ) 20, Cx   

( ) ( ) ( )000,0,  yxyxsi  

2)(2)( 022 =⎯⎯→⎯=  xsenyxseny y
 y / ( ) 2x sen x  = R  

Entonces: ( ) ( ) ( )  2000,0, Cyxyx   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000,0,0,,:, 2

2 =→== xyyxxyxyxC  

 

 

 

Y en coordenadas polares es: 

( )   ( ) 2 0, 0, 2 : 0 0C r t r t t =     =  =R  

( ) ( )
( ) ( )0,0,

0,0,

0

2)(

),( 22

22

=











+

+

=
yxsi

yxsi
yx

xxseny

yxf
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b) Analizar la continuidad en el origen 

 Para analizar la continuidad, observo si se cumple que: 

i. f(0,0) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
→

),(
)0,0(),(

 

iii. )0,0(),(
)0,0(),(

fyxflím
yx

=
→

 

 

• 0)0,0( =f  

• 
0

02)(
),(

22

22

)0,0(),()0,0(),(
=

+

+
=

→→ yx

xxseny
límyxflím
yxyx

  (indeterminación) 

Analizo por curvas, tomo y=x: 



( )
1

2

2

2

2)(

2

2)(

2)(2)(

0

)0,0(),(
2

2

)0,0(),(

22

22

)0,0(),(
22

22

)0,0(),(

==
+

=
+

=

=
+

+
=

+

+

→

→→

→

=

→


xsen

lím
x

xsenx
lím

xx

xxsenx
lím

yx

xxseny
lím

xxxx

xx

xy

yx

 

→
=

=

→
1),(,

0)0,0(

)0,0(),(
yxflímsi

f

yx

  no es continua en (0,0) 

 

 ( )0,0encontinuaesnof



11. Sea 

 

 

a) Describir, en coordenadas polares, el conjunto 

( ) ( ) ( ) 0:, , = yxffDomyxA  

( ) 2Dom f = R  

Separo al dominio en dos regiones: 

 

 

 

 

Analizo los puntos del dominio tal que ( ) 0, yxf  

Región ( ) ( ) 00 2

,

2

, →→=→ xfxfI yxyx absurdo, pues 2 0x x  R  

Región ( ) ( ) 000,, →−→→−=→ yyfyfII yxyx
  

En coordenadas cartesianas: 

( ) ( ) ( ) 04:, 222 += yyxyxA  

 

 

 

 

 

 

 

En coordenadas polares: 

( )   ( ) ( ) 0, 0, 2 : 2 0A r t r t =      R  

4

4
),(

22

222

+

+





−
=

yxsi

yxsi

y

x
yxf

( ) 

( ) 

2 2 2

2 2 2

, : 4

, : 4

I x y x y

II x y x y

=  + 

=  + 

R

R
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b) Analizar la continuidad de la función en el punto (2,0) 

 Para analizar la continuidad, observo si se cumple que: 

i. f(2,0) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
→

),(
)0,2(),(

 

iii. )0,2(),(
)0,2(),(

fyxflím
yx

=
→

 

 

• 4)0,2( =f  

• 0),(
)0,2(),(

Re),(
)0,2(),(

=−=
→


→

ylímyxflím
yx

IIgiónyx
yx

   

Si existiera el límite, éste valdría 0, que es distinto que lo que vale la función 

en el punto. Por eso puedo asegurar que f no es continua en (2,0) 

 

 

  

( )0,2encontinuaesnof



12. Dada 

 

 

a) Graficar el conjunto de nivel 6 de f y describirlo en coordenadas polares 

Sea C6 el conjunto de nivel 6 de f   

( ) 2Dom f = R , separo al dominio en dos regiones: 

 

 

Analizo los puntos del dominio tal que ( ) 6, =yxf  

Región ( ) ( ) 26868 2222

,

22

, =+→=−−→=→−−=→ yxyxfyxfI yxyx   

Entonces: ( ) ( )  6

22 2 Cyxxy =+  

Región ( ) →=→ 6, yxfII  ( ) 6Cxy   

En coordenadas cartesianas: 

( ) ( ) ( )   2 2 2

6 , : 2C x y x y y x y x =  + =    
 

R  

 

 

 

 
 
Y en coordenadas polares es: 

( )  

( )




























































== 







2
4

5

4
00

4

5

4
2:2,0, 06

ttr

trtrC

 

xysi

xysiyx
yxf







 −−

=
6

8
),(

22

( ) 

( ) 

2

2

, :

, :

I x y y x

II x y y x

=  

=  

R

R
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b) Estudiar la continuidad de f  en el punto (-1,-1) 

 Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que: 

i. f(-1,-1) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
−−→

),(
)1,1(),(

 

iii. )1,1(),(
)1,1(),(

−−=
−−→

fyxflím
yx

 

 

• ( ) ( ) 6118)1,1(
22
=−−−−=−−f  

• Para analizar los límites lo tengo que hacer acercándome por los (x,y) 
pertenecientes a las dos regiones: 

  
 

68),(

1

2

1

2

)1,1(),(
Re),(

)1,1(),(
=−−=

→→

−−→


−−→
yxlímyxflím

yx
Igiónyx

yx  

66),(
)1,1(),(

Re),(
)1,1(),(

==
−−→


−−→ yx

IIgiónyx
yx

límyxflím  

• ( ) ),(),(

Re),(
)1,1(),(

Re),(
)1,1(),(

1,1 yxflímyxflímf

IIgiónyx
yx

Igiónyx
yx


−−→


−−→

−− ==   

Entonces ( ) ),(
)1,1(),(

1,1 yxflímf
yx −−→

−− = → f es continua en (-1,-1) 

 

 

  

( )1,1 −−encontinuaesf



13. Sea 2:f →R R  definida por 

 

 

a) Analizar la continuidad de f  en el punto (1,1) 

( ) 2=fDom , divido al dominio en dos regiones: 

 

 

 

 

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que: 

i. f(1,1) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
→

),(
)1,1(),(

 

iii. )1,1(),(
)1,1(),(

fyxflím
yx

=
→

 

 

• 1)1,1( =f  

• Para analizar los límites lo tengo que hacer acercándome por los (x,y) 
pertenecientes a las dos regiones: 

  



 2

1

1
),(

1

2

1

)1,1(),(
Re),(

)1,1(),(
=

+
=

→

→

→

→ x

y
límyxflím
yx

IIgiónyx
yx  

Si existiera el límite, éste valdría ½ , que es distinto que lo que vale la 

función en el punto. Por eso puedo asegurar que f no es continua en (1,1) 

 ( )1,1encontinuaesNOf

yxsi

yxsi

x

yyxf










+

=

1

1
),(

2

( ) 

( ) 

2

2

, :

, :

I x y x y

II x y x y

=  

=  

R

R
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b) Decidir la existencia de ( )1,1
x

f




 

Como en un entorno del punto (1,1) existe más de una definición de la 

función, entonces hallo la derivada (si existe) por definición. 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

h

hf
lím

h

fhf
lím

x

f

hh

11,11,10,1,1
1,1

0

1

0

−+
=

−+
=





→→



 

Fijo el valor de y y me muevo en x. Ahora hallo el límite acercándome 

primero por derecha: 

 

 

 

 

     

 

 

 

Como el límite acercándome por una de las regiones, da un número NO 

finito, entonces ya puedo asegurar que no existe la derivada en x en (1,1) 

 

 

 

  

( ) 
−=

−

+







+

=
−+

−→

→

→→ ++ h

h

lím
h

hf
lím

hh

   2

1

2

0

00

1

11

1

11,1

( )1,1
x

f








14. Dada  

 

 

a) Probar que f  tiene derivadas en todas las direcciones en (0,1), y 

hallar todos los versores para los cuales la derivada direccional de f  

en (0,1) es nula 

Sea ),( bav =


, con 122 =+ ba  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1,0.
1

.
1

11

11
.

1

1,1,0,1,0
1,0

22

3

233

0

1

222

233

0

22

23

0
22

23

0

0

0

0

v

f
baa

h

abah
lím

bah

abhha

h
lím

hbha

hbhaha

h
lím

hbha

hbhaha

h
lím

h

hbhaf
lím

h

fbahf
lím

v

f

hh

hh

hh











=−=

−
=

+

−
==

=
+

−
=

−++

−+−
=

=
+

=
−+

=




+→+→

+→+→

+→+→

Ahora voy a hallar los versores para los que ( )1,0
v

f





=0  

( ) 022 =− baa → ( ) ( )00 22 =−= baa  

( )1,010 1

122

=→=⎯⎯⎯ →⎯= =+ vba ba 
 

1210 22212222
22

=→=+⎯⎯⎯ →⎯=→=→=− =+ aaabababa ba
 

2

1

2

1

2

12 ==→= aa → 
2

1

2

1
=→= ba  

Entonces, los versores son 5 (4 que resultan de combinar |a|=|b| y el v1): 

( ) 






 −
=







 −−
=







 −
=








==

2

1
,

2

1
;

2

1
,

2

1
;

2

1
,

2

1
;

2

1
,

2

1
;1,0 54321 vvvvv



 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )1,0,

1,0,

0

1

1

),( 22

23

=











−+

−−

=

yxsi

yxsi
yx

yxx

yxf
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b) ¿qué se puede decir de la diferenciabilidad de f  en (0,1)? 

 

Como la derivada direccional hallada depende de a y de b, pero no es una 

función lineal, entonces puedo afirmar que f  NO es diferenciable en (0,1). 

Si suponemos que es diferenciable, el valor de la derivada direccional se 
puede calcular haciendo: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1,0.1,0.

,.1,0,1,0,.1,0.1,01,0

y

f
b

x

f
a

ba
y

f

x

f
bafvf

v

f




+




=

=















===



 


 

( ) ( )1,0.1,0
y

f
by

x

f








 son escalares, por lo tanto, el valor de la derivada 

direccional es una combinación lineal de a y b, por lo que el valor de la 

derivada es una función lineal que depende de a y de b. 

 

  

  



15. Sea  

 

 

a) Graficar el conjunto de negatividad de f  y describirlo en coordenadas 

polares. 

Sea A el conjunto de negatividad de f . 

( ) 111, 2222 +→+→ yxyxyx  

( ) 2Dom f = R , separo al dominio en dos regiones: 

 

 

 

 

Analizo los puntos del dominio tal que ( ) 0, yxf  

( ) ( )

( ) ( )
    

cuadrantecuadrante

yx

yxyx

yxyx

xy
yx

xy
f

yx

xy
fI



+

→

⎯⎯⎯ →⎯
+

→→
+

=→

42

0

22
,

22
,

0000

000Región
22

  

Entonces: 

( ) ( )  Ayxyx  0000  

 

Región ( ) ( ) ( )
22 2

,
1 0 ,

x y
II f x y x y→ = + −    →R  AII   

 

En coordenadas cartesianas: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2, : 1 0 0 0 0A x y x y x y x y =  +            
R  

( )

( )

( ) 1,

1,

1

),(
22

22













−+

+=

yxsi

yxsi

yx

yx

xy

yxf

( ) 

( ) 

2 2 2

2 2 2

, : 1

, : 1

I x y x y

II x y x y

=  + 

=  + 

R

R
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Y en coordenadas polares es: 

( )   0

3
, 0,2 : 1 2

2 2
A r t r t t

 
  

    
=              

    
R  

b) Analizar la existencia de ( )0,1
x

f




 

Como en un entorno del punto (1,0) existe más de una definición de la 

función, entonces hallo la derivada (si existe) por definición. 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

h

hf
lím

h

fhf
lím

x

f

hh

0,10,10,0,1
0,1

0

0

0

+
=

−+
=





→→



 

Fijo el valor de y y me muevo en x. Ahora hallo el límite acercándome 

primero por izquierda: 

     

 

Como el límite acercándome por una de las regiones, da un número NO 

finito, entonces ya puedo asegurar que no existe la derivada en x en (1,0) 

 

 

( ) ( ) ( )



=
→

→
=

+













+

=
−++

=
+

→

→

→→→ −−− 0

2
11

1010,1

1

2
0

0

22

00 h

h

lím
h

h
lím

h

hf
lím

hhh



( )0,1
x

f








16. Dada  

 

 

a) Analizar la continuidad en el origen 

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que: 

i. f(0,0) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
→

),(
)0,0(),(

 

iii. )0,0(),(
)0,0(),(

fyxflím
yx

=
→

 

0)0,0( =f  

( )( )

( )

 
),(000..

.
)(

.

),(

)0,0(),(22

20

)0,0(),(22

20

)0,0(),(

22

2

)0,0(),(22

2

)0,0(),(

22

22

)0,0(),(22

22

)0,0(),(

22)0,0(),()0,0(),(

yxflím
yx

y
ylím

yx

x
ylím

yx

yy
lím

yx

yx
límlímitesdegebralápor

yx

yyyx
lím

yx

yxy
lím

yx

yxyxy
límyxflím

yx

tadoaco

yx

tadoaco

yx

yxyx

yxyx

yxyx

→

→

→

→

→

→→

→→

→→

==−=
+

−
+

=

=
+

−
+

=

=
+

−
=

+

−
=

=
+

−+
=



 

Entonces: 

  ( ) ( )0,0,
)0,0(),(

fyxflím
yx

=
→

   → f  es continua en (0,0)
 

  

( )( )
( ) ( )

( ) ( )0,0,

0,0,

0

),( 22

=










+

−+

=

yxsi

yxsi
yx

yxyxy

yxf

( )0,0encontinuaesf
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b) Analizar la existencia de ( )0,0
y

f




 

Como en un entorno del punto (0,0) existe más de una definición de la 

función, entonces hallo la derivada (si existe) por definición. 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
1.

1

0

00
.

1

,00,0,00,0
0,0

3

3

020220

0

0

0

−=
−

=
−

=
+

−+
=

==
−+

=




→→→

→→

h

h
lím

h

hhh

h
lím

h

hhh

h
lím

h

hf
lím

h

fhf
lím

y

f

hhh

hh



 

 

 

 

 

En los ejercicios que se calculan límites, conviene detallar cómo se llega a 

un valor, como el caso de 0 x acotado. Ese acotado suele ser de la forma 

22

2

yx

x

+
.  

En la sección “LÍMITES” muestro cómo se llega a que está acotado entre 0 y 

1. Eso conviene agregarlo en la justificación en los parciales. 

  

( ) 10,0 −=




y

f



17. Sea  

 

 

Analizar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen. 

Para analizar la continuidad, tengo que ver si se cumple que: 

i. f(0,0) = a  

ii. si Lyxflím
yx

=
→

),(
)0,0(),(

 

iii. )0,0(),(
)0,0(),(

fyxflím
yx

=
→

 

0)0,0( =f
 

22

3

)0,0(),()0,0(),(

2
),(

yx

yxxy
límyxflím
yxyx +

+
=

→→
 pruebo por curvas que pasen por el 

origen, tomo y=x 



( )


1
2

2

2

2

2

2

2

2

..2..22

0

2

)0,0(),(
2

22

)0,0(),(
2

42

)0,0(),(

22

3

)0,0(),(
22

3

)0,0(),(
22

3

)0,0(),(

==
+

=
+

=
+

=

=
+

+
=

+

+
=

+

+

→

→→→

→→

=

→

x
lím

x

xx
lím

x

xx
lím

xx

xxxx
lím

xx

xxxx
lím

yx

yxxy
lím

xxxxxx

xxxx

xy

yx

 

Entonces: 

( ) ( )0,0
1,

0)0,0(

)0,0(),(

encontinuaesNOf
yxflím

f

yx


=

=

→  

  

( ) ( )

( ) ( )0,0,

0,0,

0

2

),( 22

3

=











+

+

=

yxsi

yxsi
yx

yxxy

yxf

( ) ( )0,00,0 enblediferenciaNOfencontinuaNOf →
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18. Sea C la curva en R2 en coordenadas polares por ( )   ,0,.2 = senr  

Hallar la derivada direccional en (1,1) de la función 
yx

xy
yxf

+
=),(  en la 

dirección de la tangente a C en (-1,1) de coordenada y negativa. 

Analizo la curva C: 

( ) ( ) senrrsenr ..2.2 2 =→=  

( )

( )
222

..

cos..
ryx

senry

rx
=+→





=

=




 

→ 

( ) senrr

yyx

.

22 2

2

=+


circunferencia 

 radio 1, con centro en (0,1) 

Analizo la función dada: 

( ) ( ) 2, :Dom f x y x y=   −R  

➔ Es continua en ( )fDom  

➔ Es continua en ( )fDom  

 

Las derivadas primeras con funciones continuas en el mismo dominio de 

la función, por lo tanto fCf → 1 es diferenciable, entonces: 

vf
v

f 
 ).1,1()1,1( =




 

4

1
)1,1( =





x

f
 y 

4

1
)1,1( =





y

f
  → ( )

4

1
1,0.

4

1
,

4

1
).1,1()1,1( −=−








==




vf

v

f 
  

4

1
)1,1( −=





v

f
  

( )
( )
( )
( )












+

−+
=





+

−+
=





2

2

),(

),(

yx

xyyxx
yx

y

f

yx

xyyxy
yx

x

f



19. Sea 

 

 

a) Analizar la diferenciabilidad en el origen 

Hallo las derivadas direccionales por definición: 

),( bav =


, con 122 =+ ba  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )0,0

.
1

.
1

,0,0,0,0
0,0

23

3

233

0

1

222

233

0
22

23

0

0

0

0

v

f
aba

h

abah
lím

bah

abhha

h
lím

hbha

hbhaha

h
lím

h

hbhaf
lím

h

fbahf
lím

v

f

h

hh

hh












=−=

−
=

=
+

−
=

+

−
=

==
−+

=




+→

+→+→

+→+→

 

Si la función fuera diferenciable tendríamos: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0.0,0.,.0,0,0,0.0,00,0
y

f
b

x

f
aba

y

f

x

f
vf

v

f




+




=
















==



 
  

 

O sea que resulta ser una combinación lineal del gradiente con los 

componentes del versor. La derivada direccional hallada por definición es 

a3-ab2 y es imposible considerarla una combinación lineal. Por lo tanto, no 

es diferenciable. 

( )0,0enblediferenciaesNOf  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )










+

−

=

0,0,0

0,0,
, 22

23

yxsi

yxsi
yx

xyx

yxf
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b) Describir, en coordenadas polares, el conjunto 

( ) ( ) 2

0 , : , 0C x y f x y=  =R  . Graficar 

• si (x,y)=(0,0)  → ( ) 0, =yxf  → ( ) 00,0 C  

• si (x,y)≠(0,0)  → ( ) 0,
22

23

=
+

−
=

yx

xyx
yxf  

( ) 00 2223

22

23

=−=−→=
+

−
yxxxyx

yx

xyx
 

( ) 000 2222 =−=→=− yxxyxx  

yxyx =→=− 022
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )  )0 0

3 5 3 7
, 0,2 : . . . . .

4 2 4 4 2 4
C r t X t

     


  
=    

  
R   



20. Sea 

 

a) Hallar el dominio de  y expresarlo en coordenadas polares 

Restricciones 

• Por el logaritmo: 

 404 2222 +→−− yxyx  

 

• Por la raíz cuadrada: 

 xyyx →+− 0  

 

( ) ( )  ) ( )0

5
, 0,2 : 0 2

4 4
dom f r t X t r

 


  
=        

  
R  

b) Describir el conjunto de nivel 0 de f  . Graficar 

( ) ( ) ( ) 0,:,0 == yxffdomyxC  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( )








=+







−== 3

2

1
:, 22

0 yxxfdomyxC  

( )
( ) ( )

yx

yxx
yxf

+−

−−+
=

224ln12
,

( )
( ) ( )

( ) ( ) 04ln012
4ln12

, 22
22

=−−=+→
+−

−−+
= yxx

yx

yxx
yxf

( )
3

1404ln

2

1
012

22

2222

=+→

=−−→=−−

−=→=+

yx

yxyx

xx
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21. Encontrar todos los vectores unitarios v  tal que la derivada direccional 

de la función f  en el punto (1,-1) en la dirección de v  valga 6, siendo 

( ) xyyxf 23, =  

f es un polinomio, por lo tanto f es diferenciable, entonces: 

( ) ( )vf
v

f 
 .1,11,1 −=−




 

Con ( )bav ,=


tal que 122 =+ ba  

( ) ( )6,31,1

6)1,1(

3)1,1(

6),(

3),( 2

−=−→












−=−




=−




→












=




=




f

y

f

x

f

xyyx
y

f

yyx
x

f

 

( ) ( )( )


663,.6,31,1

enunciadopor

baba
v

f
=−=−=−




  

➔ ba 22+=  

122 =+ ba     →   ( ) 122 22
=++ bb  

03851484 222 =++→=+++ bbbbb    →  1
5

3
21 −=−= bb  

 

( )0,101

5

4
,

5

3

5

4

5

3
22

5

3

22

11

−=→=→−=









−=→=








−+=→−=

vab

vab





 

Por lo tanto: 

( )0,1

5

4
,

5

3

2

1

−=









−=

v

v





 



22. La superficie Σ de ecuación z=xy admite la recta normal r0 en el punto 
A=(1,2,z0), dicha recta interseca a Σ en otro punto B. Calcule la longitud del 
segmento cuyos puntos extremos son A y B. 

A continuación muestro un croquis de lo que plantea el enunciado: 

 

 

Hallo el valor de z0, tomando en cuenta la superficie y el punto dados y así 

obtengo el punto A: 

A=(1,2,z0) → x=1, y=2 → z=1x2=2 →     A=(1,2,2) 

Para saber cuál es el punto B hallo la recta normal a Σ y la especializo en A y 

así obtengo el vector director de r0 . Con ese vector y con el punto de paso, 

armo la recta y luego hallo la intersección con la superficie dada. 

Parametrizo la superficie Σ: 

𝛴: 𝜑̅(𝑥,𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦) 

𝜑̅′𝑥 = (1,0, 𝑦)

𝜑̅′𝑦 = (0,1, 𝑥)
→  𝑁𝛴 = (𝑦, 𝑥, −1) →  𝑁𝛴  𝑒𝑛  𝐴 = (2,1,−1) 

Por lo tanto, una ecuación paramétrica de r0 puede ser: 

𝑟0: 𝛽̅(𝑡) = 𝑡(2,1, −1) + (1,2,2) = (2𝑡 + 1⏞  
𝑥

 , 𝑡 + 2⏞  
𝑦

 , −𝑡 + 2⏞    
𝑧

)      ,    𝑡 ∈ ℝ 
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Hallo 𝑟0 ∩ Σ: 

𝑧 = 𝑥𝑦 → −𝑡 + 2 = (2𝑡 + 1)(𝑡 + 2) = 2𝑡2 + 5𝑡 + 2 

→ 2𝑡2 + 6𝑡 = 0 → 𝑡1 = 0 , 𝑡2 = −3 

Con t1=0 se obtiene el punto A y con t2=-3 el punto B 

𝛽̅(−3) = 𝐵 = (−5,−1,5) 

Una vez obtenidos los puntos A y B calculo la distancia entre ellos: 

𝑑(𝐴, 𝐵) = ‖𝐴 − 𝐵‖ = √(1 − (−5))
2
+ (2 − (−1))

2
+ (2 − 5)2 = 

= √62 + 32 + (−3)2 = √54 = 3√6 

Por lo tanto, la longitud del segmento que une los puntos A y B es:  

𝒅(𝑨,𝑩) = 𝟑√𝟔 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓((0,0) + (ℎ, 0)) − 𝑓(0,0)

ℎ
= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(ℎ, 0)

ℎ
= 

23. Dada 

 

 

Analice si f admite derivada parcial de 1° orden respecto de la variable x 
para todo (x,y) ϵ ℝ2 

Para analizar si existen derivadas parciales, aplico la regla práctica en la 

función definida para ℝ2 − {(0,0)} 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) =

cos(2𝑥3 + 𝑥𝑦) (6𝑥2 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥3 + 𝑥𝑦)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

Ahora analizo la derivada parcial en el punto (0,0). En este caso lo haré por 

definición: 

 

 

 

Resumiendo: 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = {

cos(2𝑥3 + 𝑥𝑦) (6𝑥2 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥3 + 𝑥𝑦)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2

2

    
𝑠𝑖(𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)
𝑠𝑖(𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

 

Por lo tanto: 

f admite derivada parcial respecto de la variable x para todo (x,y) ϵ ℝ2 

  

( ) ( )

( ) ( )

3

2 2

(2 )
, 0,0

( , )

, 0,00

sen x xy
si x y

f x y x y

si x y

 +


= +
 =

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑠𝑒𝑛(2ℎ3 + ℎ. 0)
ℎ2 + 02

ℎ
= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
.
𝑠𝑒𝑛(2ℎ3)

ℎ2
= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

2

2
.
𝑠𝑒𝑛(2ℎ3)

ℎ3
= 2 

➔1 
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24. Dada 𝑓:ℝ2 → ℝ/ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2𝑦 − 𝑦2  determine y grafique el conjunto 
H del plano xy en cuyos puntos la función h=f ‘x f ‘y resulta con valores 
positivos y analice si H es conexo. 

Hallo la función h: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2𝑦 − 𝑦2 → { 
𝑓 ′𝑥(𝑥,𝑦) = 4𝑥𝑦       

𝑓 ′𝑦(𝑥,𝑦) = 2𝑥
2 − 2𝑦

  

→ ℎ(𝑥,𝑦) = 𝑓
 ′𝑥. 𝑓 𝑦′ = 4𝑥𝑦(2𝑥2 − 2𝑦) = 8𝑥𝑦(𝑥2 − 𝑦) = ℎ(𝑥,𝑦) 

Ahora, para definir H, busco los puntos (x,y) tales que h(x,y)>0. Eso se da 

cuando (xy) y (x2-y) tienen el mismo signo. 

• xy>0  → 1° y 3° cuadrante 

x2-y>0  → x2>y 

 

 

 

 

 

 

• xy<0  → 2° y 4° cuadrante 

x2-y<0  → x2<y 

 

 

 

 

𝑯 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐

∶ (𝒙 > 𝟎 ∧ 𝒚 > 𝟎 ∧ 𝒚 < 𝒙𝟐) ∨ (𝒙 < 𝟎 ∧ 𝒚 < 𝟎) ∨

∨ (𝒙 < 𝟎 ∧ 𝒚 > 𝟎 ∧ 𝒚 > 𝒙𝟐)} 



Tal como se puede observar en el gráfico, no existe camino posible entre A 

y B, por lo que H NO es conexo 

 



 

 

 

 

 

 

Capítulo III:  

 

FUNCIÓN IMPLÍCITA -  

 

FUNCIÓN COMPUESTA -  

 

POLINOMIO DE TAYLOR 
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FUNCIÓN IMPLÍCITA 

Estamos frente a una función implícita cuando una variable dependiente no 

se muestra de forma explícita sino expresada a través de otra/s. No toma 

cualquier valor, sino que depende de alguna otra variable. 

Así como hemos visto en el CBC (para quienes lo cursaron) en funciones de 

una variable, se define a ( )xfy = . Ésta es una forma de definir a y en 

forma implícita. Para esto, se debe cumplir que ( ) 0, =yxF y ( ) 0' xf . 

El teorema de la función implícita 

Para utilizar este teorema, decimos que ( )yxfz ,= está definida 

implícitamente en un entorno del punto ( )000 ,, zyx  por una ecuación, que 

es superficie de nivel de una ( )zyxF ,, , si se cumple que: 

• ( ) 0,, 000 =zyxF  

• ( ) ( ) ( )zyx
z

F
zyx

y

F
zyx

x

F
,,,,,,,,












 son funciones continuas (o 

sea, que 1CF  ) 

• ( ) 0,, 000 



zyx

z

F
 

Una vez que demostramos eso, por este Teorema, tenemos que: 

( )
( )

( )000

000

00

,,

,,

,

zyx
z

F

zyx
x

F

yx
x

f








−=



    y    ( )

( )

( )000

000

00

,,

,,

,

zyx
z

F

zyx
y

F

yx
y

f









−=



 



Para funciones de una variable, como sería ( )xfy = , se tiene que cumplir 

que: 

• ( ) 0, 00 =yxF  

• ( ) ( )yx
y

F
yx

x

F
,,,








 son funciones continuas (o sea, que 1CF  ) 

• ( ) 0, 00 



yx

y

F
 

Entonces tenemos que: ( )
( )

( )00

00

0

,

,

'

yx
y

F

yx
x

F

xf








−=  

Sistema de funciones implícitas 

También tenemos el caso de dos variables dependientes y dos 
independientes, tenemos un sistema de ecuaciones. Sería el caso de u y v 
definidas como funciones de x e y (por ejemplo), en un entorno del punto 

( )0000 ,,, vuyx  

Si tenemos el sistema dado por dos ecuaciones, creamos dos funciones 
cuyas superficies dadas sean superficies de nivel de esas funciones. 

Las hipótesis son similares: 

•  
( )

( )



=

=

0,,,

0,,,

0000

0000

vuyxG

vuyxF
 

• 
1CGyF   

• 
( )
( )

( ) 0,,,
,

,
0000 
















=




v

G

u

G
v

F

u

F

vuyx
vu

GF
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Para resolver el sistema hay, al menos, dos métodos.  

Uno: 

Necesito derivar F y G con respecto a las CUATRO variables (no las tomo 

como funciones, sino como una variable independiente) 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )0000

0000

00

,,,
,

,

,,,
,

,

,

vuyx
vu

GF

vuyx
vx

GF

yx
x

u









−=



 

 

 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )0000

0000

00

,,,
,

,

,,,
,

,

,

vuyx
vu

GF

vuyx
vy

GF

yx
y

u









−=



 

 

 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )0000

0000

00

,,,
,

,

,,,
,

,

,

vuyx
vu

GF

vuyx
xu

GF

yx
x

v









−=



 

 

 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )0000

0000

00

,,,
,

,

,,,
,

,

,

vuyx
vu

GF

vuyx
yu

GF

yx
y

v









−=



 

  



Dos: 

Reescribo las funciones F y G: 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) 0.....,,,

0.....,,,

,,

,,

==

==

yxyx

yxyx

vuyxG

vuyxF
 

 

Derivo miembro a miembro esas funciones. En este caso, se derivan 
solamente DOS variables (las independientes). Para eso, cuando derivo en 
x, tomo en cuenta que u es una función dependiente de x e y. 

 

0'

0'

0'

0'

=



+




+=





=



+




+=





=



+




+=





=



+




+=





y

v

y

u
y

y

G

x

v

x

u
x

x

G

y

v

y

u
y

y

F

x

v

x

u
x

x

F

 

 

Luego, hay que armar un sistema con los datos que nos quedan de 
x

u




, 

x

v




 

y

u




 y 

y

v




 y despejar esas derivadas. 
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105 

25. Sea ( )2 1 2: ,f C→R R R , con 0)3,1( 




y

f
 y 5)3,1( =f y sea ( )xyy =  

la función definida implícitamente por la ecuación 5),( =yxf en un 

entorno del punto (1,3). Hallar y‘(1) sabiendo que el vector (2,1) es 

tangente en (1,3) a la curva de ecuación  5),( =yxf . 

Comienzo “traduciendo” algunos datos que dan en el enunciado. 

i. “la curva de ecuación 5),( =yxf  “: es la 

curva de nivel 5 de f .  

ii. “ 5)3,1( =f ”: el punto (1,3) pertenece a la 

curva de nivel 5 de f . 

iii. “el vector (2,1) es tangente en (1,3) a la 
curva de ecuación”: dan la dirección de la 

recta tangente a la curva de nivel 5 de f , 

que, se sabe, es perpendicular al   ( )3,1f  

Como ( ) ( ) ( ) ( ) 01,2.1,2 3,13,1 =→⊥ ff  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,123,103,13,1201,2.3,1,3,1
x

f

y

f

y

f

x

f

y

f

x

f




−=




→=




+




→=

















 

Por el Teorema de la Función Implícita: 

( )
( )

( )

( )

( )
( )1'

2

1

3,12

3,1

3,1

3,1

1' y

x

F
x

f

y

F
x

f

y ==




−





−=








−=  

( )
2

1
1' =y  

( )3,1f

tg

niveldecurva

deesquema



26. En un entorno del punto (0,0,1) la ecuación 

14444 =+−−++ byaxxyzzyx  define una función  ),( yxgz =  de 

clase C 1 . Hallar a y bR  de manera tal que ( ) 10,0 =




v

g
 y 

( ) 20,0 =




w

g
  para 








=

5

3
,

5

4
v


 y 







−=

5

3
,

5

4
w


. 

Sea ( ) 14444

,, −+−−++= byaxxyzzyxF zyx  → la ecuación del 

enunciado es la superficie de nivel 0 de F .  

Como 1Cg (por enunciado) tengo que ( ) ( )vg
v

g 
 .0,00,0 =




 y 

( ) ( )wg
w

g 
 .0,00,0 =




  

Hallo ( )0,0g . Como ),( yxgz = está definida implícitamente por F , 

entonces, por el Teorema de la Función Implícita puedo calcular las 
derivadas de g: 

( )
( )

( )1,0,0

1,0,0

0,0

z

F
x

F

x

g








−=



      y     ( )

( )

( )1,0,0

1,0,0

0,0

z

F

y

F

y

g









−=



 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )













=



→

=



→

−=



→

−=




+−=




−−=




41,0,0

1,0,0

1,0,0

44,,

44,,

44,,

3

3

3

x

F

b
x

F

a
x

F

xyzzyx
x

F

bxzyzyx
x

F

ayzxzyx
x

F
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( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) 






 −
=→

−
=−=









−=




=
−

−=








−=




4
,

4
0,0

44
1,0,0

1,0,0

0,0

44
1,0,0

1,0,0

0,0

ba
g

bb

z

F

y

F

y

g

aa

z

F
x

F

x

g

      y      

 

( ) ( )


1
5

3
,

5

4
.

4
,

4
.0,00,0

enunciado
ba

vg
v

g
=















 −
==



 
   

( )Iba
ba

20341
20

3

20

4
=−→=

−
+  

 

( ) ( )


2
5

3
,

5

4
.

4
,

4
.0,00,0

enunciado
ba

wg
w

g
=








−







 −
==



 
   

( )IIba
ba

40342
20

3

20

4
=+→=+  

( )

( )
206403203

40344034

20342034
=→+−=+







+−=→=+

+=→=−
bbb

baba

baba

II

I

 

6

20
=b   →

4

30
3020

6

20
342034 =→=+








=→+= aaba  

 

6

20

4

30
== bya     



27. Sea ),( yxgz = la función definida implícitamente por la ecuación 

42 222 =++ − zexzx yx  en un entorno del punto (1,2,-2). Calcular la 

derivada direccional de g  en (1,2) en la dirección de la recta 1034 =+ yx , 

con coordenada x negativa. 

 

Sean P=(1,2,-2), ( ) 42 222

,, −++= − zexzxF yx

xyx  

Como z está definida implícitamente por  ),( yxg , en un entorno de P, 

entonces se cumplen las hipótesis del T.F.I., por lo tanto: 

gCg → 1 es diferenciable, por lo que puedo usar la regla de la cadena, 

además: 

( ) ( )vg
v

g 
 .2,12,1 =




 

 

Hallo la dirección de la recta del enunciado: 

( ) 






 −
=→

−
=→=+

3

410
,

3

410
1034

t
t

x
yyx t  

La dirección está dada por la derivada de la parametrización: 

( ) 






 −
=

3

4
,1' t  

Piden que la componente x sea negativa: 

( ) vt =







−=

3

4
,1'  

( ) v
v

v
vvv


=








−==→==








+−=

5

4
,

5

3

3

5

3

4
1

2

2
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Por T.F.I.: 

( )
( )

( )2,2,1

2,2,1

2,1

−




−




−=




z

F
x

F

x

g
      y     ( )

( )

( )2,2,1

2,2,1

2,1

−




−




−=




z

F

y

F

y

g
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
3

2
2,1

22,1

32,2,1

22,2,1

62,2,1

2,,

2,,

24,,

22

222

−=




=

















−=−



→

−=−



→

=−



→

+=




−=




++=




−

−−

y

g
x

g

x

F
x

F
x

F

zxzyx
x

F

exzyx
x

F

exxezzyx
x

F

yx

yxyx

 

( ) 







−=

3

2
,22,1g  

Hallo la derivada direccional de g en (1,2) en la dirección de v: 

( ) ( )
15

818

15

8

5

6

5

4
,

5

3
.

3

2
,2.2,12,1

−−
=








−+








−=








−








−==




vg

v

g 
  

 

( )
15

26
2,1 −=





v

g
  

  



28. Sea zyxf =),( la función definida implícitamente por la ecuación 

1032 =+− xyzzxy  en un entorno del punto ( ) ( )2,2,1,, 000 =zyx  

Probar que la curva parametrizada por ( ) 






 +−
−=

2

3
,

2

37
,67

2tt
tt  con 

33 − t es perpendicular a la superficie gráfica de  en el punto (1,2,2). 

Sean P=(1,2,2), ( ) 1032

,, −+−= xyzzxyF xyx  

La ecuación de la superficie del enunciado es el conjunto de  nivel 0 de F. 

Para probar la ortogonalidad de la curva en la superficie dada, basta con 

probar que la tangente a ( )tC : en P es paralela a la  normal al plano 

tangente a la gráfica de la función en P. 

 

Como z está definida implícitamente por  ),( yxf , en un entorno de P, 

entonces se cumplen las hipótesis del T.F.I., por lo tanto: 

( )
( )

( )2,2,1

2,2,1

2,1

z

F
x

F

x

f








−=



      y     ( )

( )

( )2,2,1

2,2,1

2,1

z

F

y

F

y

f









−=



 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
2

7
2,1

72,1

22,2,1

72,2,1

142,2,1

32,,

3,,

3,,

−=




−=

















=



→

=



→

=



→

+−=




+=




+=




y

f
x

f

x

F
x

F
x

F

xyzzyx
x

F

xzxzyx
x

F

yzyzyx
x

F
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( ) 







−−=

2

7
,72,1f  

La Normal al plano tangente es:  

( ) ( ) 







−−−=













−








1,

2

7
,71,2,1,2,1

y

f

x

f

 

La dirección de la recta tangente está dada por la derivada de la 

parametrización: 

( ) ( ) 1
2

3
,

2

37
,672,2,1 0

2

00
0 =→













 +−
−=== t

tt
tPCP to  

( ) ( ) 







=→








= 1,

2

7
,7'

2

2
,

2

7
,7' 1

t
t

 

Analizo si ( ) ( ) =→ kNkN tt .'//'   

11,
2

7
,71,

2

7
,7 −=→








−−−=








kk  

Encontré un valor k, así que puedo asegurar que  

( )2,2,1.sup enfdegráficoC ⊥  

  



29. Sea ),( yxu , ),( yxv  las funciones definidas implícitamente por el 

sistema de ecuaciones 

( )

( )



=+−

=−

uufvy

ufx

214

0
 

en un entorno del punto ( ) ( )1,2,3,2,,, 0000 −=vuyx , donde :f →R R  

es una función C2 que satisface ( ) 22 =f , ( ) 12' =f . Hallar un vector 

normal a la curva de ecuación 0),(2),( =+ yxvyxu  en el punto (2,3) 

Sean      ( ) ( )ufxF vuyx −=,,,
            y      ( ) ( )uufvyG vuyx −+−= 2

,,, 14  

Las ecuaciones del enunciado son los conjuntos de nivel 0 de F y G, que 
definen implícitamente a u y v como funciones de x e y, en un entorno del 

punto ( ) ( )1,2,3,2,,, 0000 −=vuyx . 

Lo voy a resolver con el método “uno” explicado anteriormente. 

 

 

 

Ahora evalúo en el punto ( ) ( )1,2,3,2,,, 0000 −=vuyx : 

6−=




y

G
       ( )


1' 2 −=−=




enunciado

f
u

F
       ( ) ( )


422'.2 22 −=−−=−−=




enunciado

enunciado

ff
u

G
 

1460

0101

=



−=




−=




=





=



−=




=




=





v

G

u

G

y

G

x

G

v

F

u

F

y

F

x

F

 

( )

( ) ( ) 1'.20

0'01

=



−−=




−=




=





=



−=




=




=





v

G
fuf

u

G
y

y

G

x

G

v

F
f

u

F

y

F

x

F

uu

u
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( )
( )

( ) 1
10

01
1,2,3,2

,

,
==
















=−




v

G

x

G
v

F

x

F

vx

GF
 

( )
( )

( ) 0
16

00
1,2,3,2

,

,
=

−
=

















=−




v

G

y

G

v

F

y

F

vy

GF
 

( )
( )

( ) 4
04

11
1,2,3,2

,

,
=

−

−
=
















=−




x

G

u

G
x

F

u

F

xu

GF
 

( )
( )

( ) 6
64

01
1,2,3,2

,

,
=

−−

−
=

















=−




y

G

u

G

y

F

u

F

yu

GF
 

( )
( )

( ) 1
14

01
1,2,3,2

,

,
−=

−

−
=
















=−




v

G

u

G
v

F

u

F

vu

GF
 

Ahora calculo las derivadas 
x

u




, 

x

v




 

y

u




 y 

y

v




: 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
1

1

1

1,2,3,2
,

,

1,2,3,2
,

,

3,2 =
−

−=

−




−




−=




vu

GF

vx

GF

x

u
 



( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
0

1

0

1,2,3,2
,

,

1,2,3,2
,

,

3,2 =
−

−=

−




−




−=




vu

GF

vy

GF

y

u
 

 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
4

1

4

1,2,3,2
,

,

1,2,3,2
,

,

3,2 =
−

−==

−




−




−=




vu

GF

xu

GF

x

v
 

 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
6

1

6

1,2,3,2
,

,

1,2,3,2
,

,

3,2 =
−

−=

−




−




−=




vu

GF

yu

GF

y

v
 

Ahora analizo la curva dada en el enunciado. 

Sean ),(2),(),( yxvyxuyxH += , C la curva del enunciado y Nc un vector 

normal a C en (2,3). 

C es la curva de nivel 0 de H → 
( , ) ( , ) 0/ / .x y C x y CH N H k N k  →  = R  

Hallo 
),( yxH y lo especializo en (2,3) 













+








+




=
















=

y

v

y

u

x

v

x

u
yx

y

H
yx

x

H
H yx 2,2),(),,(),(  

( ) ( )12,96.20,4.21)3,2(),3,2()3,2( =++=















=

y

H

x

H
H  
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Como no es necesario conocer la proporción entre 
),( yxH y CN.  entonces 

tomo un k arbitrario. 

Tomo 3=k  

( ) CCyx NNH .312,9.3),( =→=  en el punto (2,3)  → ( )4,3=CN  

 

Por lo tanto, 

 

un vector normal a C en el punto (2,3) puede ser (3,4) 

  



30. Las ecuaciones 

 

Definen implícitamente dos funciones ),( vuxx = , ),( vuyy = en un 

entorno del punto ( ) ( )1,1,1,2,,, 0000 −−=yxvu .Hallar una ecuación para 

el plano tangente a la superficie gráfico de ),( vux  en el punto 

( ))1,2(,1,2 −− x . 

Sean      ( ) uyxF vuyx −+= 22

,,,
            ,     ( ) vyxG vuyx −−= 22

,,, 2  

22: yxuS +=             ,     22 2: yxvT −=       y     


)1,1,1,2(

)1,2(

−−=

−x

P  

S y T son los conjuntos de nivel 0 de F y G, respectivamente, que definen 
implícitamente a x e y como funciones de x e y, en un entorno del punto P. 

Lo voy a resolver con el método “uno” explicado anteriormente. 
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,

,
=

−
==−−





yx

yx

GG

FF

yx

GF
 

( )
( )

( ) 4
40

21

''

''
1,1,1,2

,

,
−=

−−
==−−





yu

yu

GG

FF

yu

GF
 

( )
( )

( ) 2
41

20

''

''
1,1,1,2

,

,
−=

−

−
==−−





yv

yv

GG

FF

yv

GF
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222201
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
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


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

−==
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P
x

x

G

v

G

u

G

P
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y

F

P
x
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F

v

F

u

F
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



−=
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22

22

2yxv

yxu
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Ahora calculo las derivadas 
u

x




 y 

v

x




: 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
3

1

12

4

1,1,1,2
,

,

1,1,1,2
,

,

1,2 =
−

−=

−−




−−




−=−




yx

GF

yu

GF

u

x
 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
6

1

12

2

1,1,1,2
,

,

1,1,1,2
,

,

1,2 =
−

−=

−−




−−




−=−




yx

GF

yv

GF

v

x
 

La normal al plano tangente es ( ) ( ) 







−==








−−




−




1,

6

1
,

3

1
1,1,2,1,2 N

v

x

u

x
 

( ) ( ) ( )
2

1
1,

6

1
,

3

1
1,1,2.1,1,2)1,2(,1,2 −=








−−=→−=−−= NQxQ  

Con estos datos puedo armar la ecuación del plano tangente: 

( ) ( )( ) ( )( )11,221,21,2 +−



+−−




+−= y

v

x
x

u

x
xz  

( ) ( )
6

1

63

2

3
11

6

1
2

3

1
1 ++−+=→++−+=

yx
zyxz  

W: 2x + y – 6z = -3 



2

2

2

2

: 4 0

: 2 5 0

( , , , ) 4

( , , , ) 2 5

uz

yz

uz

yz

S xy e z

T xz e y

F x y z u xy e z

G x y z u xz e y

−

−

−

−

+ + − =

+ + − =

= + + −

= + + −

31. El sistema de ecuaciones  

2

2

4 0

2 5 0

uz

yz

xy e z

xz e y

−

−

 + + − =


+ + − =

 se cumple en 

( ) ( )0 0 0 0, , , 1,1,2,1x y z u =  

Verifique que dicho sistema define implícitamente ( , )z f x y= y 

( , )u g x y=  en un entorno de (1,1) y halle una ecuación para el plano 

tangente a la superficie Σ de ecuación ( , )z f x y= en ( )1,1, (1,1)f  

En este ejercicio estamos ante el caso en que dos variables son 
independientes (x e y) y otras dos dependientes (z y u). Puede parecer 
trivial, pero aclaro que para saber cuáles son las independientes, observo 

que en el enunciado indica expresamente que  y que 

, o sea que tanto z como u están en función de los valores de x 

e y. Por eso las dependientes son z y u y las independientes son x e y. 

Ahora voy a darles un nombre a las dos ecuaciones del enunciado y voy a 
crear dos funciones tales que dichas ecuaciones sean sus respectivos 
conjuntos de nivel: 

 Sean:  

 

 

 
S y T son los conjuntos de nivel 0 de F y G, respectivamente 

Verifico si cumple con las hipótesis del Teorema de la Función Implícita 
(T.F.I.): 

• 

1*2 2

1*2 2

(1,1,2,1) 1*1 2 4 0

(1,1,2,1) 1*2 2*1 5 0

F e

G e

−

−

 = + + − =


= + + − =

 

( , )z f x y=

( , )u g x y=
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• , pues son sumas algebraicas de funciones 

elementales (polinomios y exponenciales) 

• 
( )

( )
( )

2 2,
1,1,2,1 4 0

2 0,

F F

F G z u

G Gz u

z u

 

  
= = = − 
 

 

  

Se cumplen las tres hipótesis así que puedo afirmar que el sistema del 

enunciado define implícitamente a y en un 

entorno del (1,1,2,1) por lo que ambas son diferenciables en el punto (1,1). 

Siguiendo con el ejercicio, ahora voy a hallar la ecuación del plano tangente 

a Σ: 

𝑧 = 𝑓(1,1) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(1,1)(𝑥 − 1) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(1,1)(𝑦 − 1) 

Donde:  (1,1) 2f =  

( )1,1
f

y




 y ( )1,1

f

y




 las hallo por T.F.I. 

 

   

  

 

 

Ahora evalúo en el punto ( ) ( )0 0 0 0, , , 1,1,2,1x y u v = : 

1 1 1 2

2 4 2 0

F F F F

x y z u

G G G G

x y z u

   
= = = =

   

   
= = = =

   

 

1CGyF 

( , )z f x y= ( , )u g x y=

2 2

2 22 0

uz uz

yz yz

F F F F
y x ue ze

x y z u

G G G G
z ze x ye

x y z u

− −

− −

   
= = = =

   

   
= = + = + =

   



( )

( )
( )

1 2,
1,1,2,1 4

2 0,

F F

F G x u

G Gx u

x u

 

  
= = = −
 

 

 

( )

( )
( )

1 2,
1,1,2,1 8

4 0,

F F

y uF G

G Gy u

y u

 

 
= = = −
 

 

 

Entonces, por T.F.I.: 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

,
1,1,2,1

, 4
1,1 1

, 4
1,1,2,1

,

F G

x uf

F Gx

z u



 −
= − = − = −

 −



 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

,
1,1,2,1

, 8
1,1 2

, 4
1,1,2,1

,

F G

y uf

F Gy

z u



 −
= − = − = −

 −



 

Volviendo a la ecuación del plano tangente, queda: 

𝑧 = 2 − (𝑥 − 1) − 2(𝑦 − 1) = −𝑥 − 2𝑦 + 5 

Por lo tanto, una ecuación del plano tangente a la superficie Σ en (1,1,2) es: 

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 5 
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32. Siendo 
( )3

2 2 22 7)
: / ( , , )

x y z
f f x y z e

+ + −
→ =R R , analice si la recta 

normal al conjunto de nivel 1 de f en (1,2,1) interseca en algún punto al 
plano de ecuación x=3z. 

El punto (1,2,1) pertenece al conjunto de nivel 1 de f pues f(1,2,1)=1. 

Hallo C1 (conjunto de nivel 1): 

𝐶1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ
3: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1} 

( ) 0 2 2 2
2 2 22 7

( , , ) 1 2 7 0
x y z

f x y z e e x y z
+ + −

= = = → + + − =  

Sea 2 2 2( , , ) 2 7F x y z x y z= + + −  

• F(1,2,1)=0 

• F ϵ C1 (R3) por ser un polinomio 

• ( , , ) 2 (1,2,1) 2 0
F F

x y z z
z z

 
= → = 

 
 

Se cumplen las hipótesis del T.F.I. por lo que puedo decir que el conjunto de 
nivel 1 de f (que es el conjunto de nivel 0 de F) define a z=g(x,y). Es 
importante recordar que el gradiente de una función en un punto A es 

ortogonal al conjunto de nivel de F en A, por lo tanto, 
(1,2,1) 0de FF C ⊥ . 

O sea que la recta normal a C0 de F  está dada en la dirección de 
(1,2,1)F . 

( ) ( )( , , ) (1,2,1)4 ,2 ,2 4,4,2x y zF x y z F = → =  

Una ecuación paramétrica de la recta normal está dada por: 

( ) ( )( ) 4,4,2 1,2,1 ,t t t = + R  

Sea T el plano dado por x=3z. Hallo T  : 

( ) 4 1, 4 2,2 1t

X Y Z

t t t
 

= + + + 
 

 → x=3z  → 4t+1=3(2t+1) → t  = - 1 

Existe un valor de t, por lo que la recta normal al conjunto de nivel 1 de f en 
(1,2,1) interseca al plano T.  

( )( 1) 3, 2, 1 T − = − − − =   
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FUNCIÓN COMPUESTA 
 

Función compuesta ocurre cuando, teniendo más de una función, debe 
procederse primero con una (la de la derecha) para luego “ejecutar” la que 
está a la izquierda. La composición de funciones es como lo que se vio en 
funciones de una variable. 

En esta materia, se utiliza mucho tener una función compuesta con otra y, 
por algún motivo, necesitamos derivarla para trabajar con el gradiente (o su 
matriz jacobiana). 

Entonces, es importante recordar que la composición de funciones 
diferenciables, es diferenciable. Y esto es muy útil al momento de derivar, 
pues, al demostrar que es diferenciable, podemos utilizar la Regla de la 
cadena. 

Se escribe: 

( ) ( )( )yxyx fogh
,, =              o                ( ) ( )( )

yxyx gfh ,, =  

Ejemplo: 

( ) ( )ttt 3,,: 22 =→   

( ) yxff yx 5;: 2

,

2 +=→  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ttfhfhh
ttttt 15,: 4

3,2 +==→=→   

La derivada de esta función es ( ) 154' 3 += th t  

La forma de derivar funciones compuestas puede ser esta, pero para como 
suelen dar los datos, no vamos a llegar al resultado explícito de la función 
compuesta. Entonces, si es diferenciable, se puede hacer con la Regla de la 
cadena: 

( ) ( )( ) ( )ttt DDfh  .' = , donde ( )tD  es la matriz Jacobiana de ( )t  



( ) ( ) ( ) 







==

3

2
52,

t
DxDf tyx  → ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )154

3

2
52.' 32 +=








== t

t
tDDfh ttt   

La forma coloquial de recordar esta derivación es: 

“la derivada de la de afuera por la de adentro sin derivar por la derivada 

de la de adentro” 

Para funciones que van de 
2 2→R R  tenemos: 

Ejemplo: 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 2,
: , , 2 ,

x y
g g g g x x y→ = =R R  

( )
2 2

,
: ; 5

x y
f f x y→ = +R R  

( ) ( )( )2

,,
: ,

x yx y
h h f g→ =R R  

Punto: P=(1,1) 

Entonces, si necesitamos derivar la función h (es diferenciable), hacemos: 

 

 

En P: ( ) ( )1,2
1,1
=g  

 

 

 

Nótese que ( )1,1Dh  es la matriz jacobiana (forma de matriz) y ( )1,1h es en 

forma de vector (contienen los mismos datos, con distinta forma)  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )



















































==

y

g

x

g

y

g

x

g

yxg
y

f
yxg

x

f
gDDfDh yxyxgyx

22

11

,,, .,,

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

    ( ) ( ) ( ) ( )5,141,11,1514
12

02
52

2

02
.1,21,2

1,1

1,1

21,11,21,11,11,1

=→















==








=

=























===

h
y

h

x

h

xxyy

f

x

f
gDDfgDDfDh g
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EJERCICIOS 
  



 

  



 
127 

33. Sea ),( yxfz = , definida implícitamente en un entorno del punto 

(0,1,2) por la ecuación 02.. =−+ zyex x  . Si ( ) ( ) ( )( )ttt yxfh ,=   con  

( )
2tx t = , ( ) 1+= ty t

 . Calcular la derivada de h en t0 = 0 

Sea      2:g →R R  tal que ( ) ( ) ( ) ( )( )ttt gfhttg =→+= 1,2
, además,  

Cg pues sus componentes son  por ser funciones polinómicas.
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1,0000 1,0 fgfhg ==→=
 

Sean      ( ) 2..,,, −+= zyexF x

vuyx
  y S la superficie del enunciado. 

S es la superficie de nivel 0 de F, CF
 
. Como ( )yxfz ,=  en un entorno 

de (0,1,2) → ( ) 21,0 == fz
 

Por T.F.I.: 

 
 

( )tx
 
y ( )

Cy t  pues son polinomios → Cf pues sus componentes 

son C y Cg  → Ch pues f es composición de funciones C , 

por lo que h es diferenciable → 
( ) ( )( ) ( )
' .

t t t
h Df g Dg= . 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,1 0
' . .h Df g Dg Df Dg= =  

• 
( ) ( ) 








=→








=

1

0

1

2
0Dg

t
Dg t

 

• ( ) ( ) ( )0,1
0,1 0,1

f f
Df

x y

  
=  

  
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )0,1

, , . 0,1, 2 1
1

0,1 1
1

, , 0,1, 2 2 1 2
2

0,1 2
1

, , 0,1, 2 1

x xF F
x y z e x e

fx x

F F x
x y z z Df

fx x

F F y
x y z y

x x

 
= + → =   

= − = −    
= → = = − − 

  = − = −
   = → =  

Entonces: ( ) ( ) ( ) ( )0 0,1 0

0
' . 1 2 . 2

1
h Df Dg

 
= = − − = − 

 
( ) 2' 0 −=h  

( )
( )

( )2,1,0

2,1,0

1,0

z

F
x

F

x

f








−=



( )

( )

( )2,1,0

2,1,0

1,0

z

F

y

F

y

f









−=






34. Sea la ecuación ( ) 2.12 12 =++− −zezyx  que define implícitamente 

),( yxfz =  en un entorno del punto (1,1,1). Hallar la recta normal en 

(2,1) a la curva de nivel 0 de ( )1,32),( −−= xyxfyxg  

La dirección de la recta normal a la curva de nivel k en P es proporcional a 

),( yxg . 

Sean 2 2: ,h →R R tal que ( ) ( )1,32, −−= xyxh yx
, ( )1,2=P  y L la recta 

pedida en el enunciado. 

Ch pues sus componentes son polinomios. 

1Cf   (por el Teorema de la función implícita) 

( ) ( )( ) ( )1,32,, −−== xyxfhfg yxyx
 → g es composición de funciones 

11 CgCyC → C por lo tanto, puedo utilizar la regla de la cadena. 

→ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1,21,21,2,,, .. DhhDfDgDhhDfDg yxyxyx =→=  

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,11,21,2 1,11,111.2,32.2 fhh →=→=−−=  

• ( ) ( ) 







=→








=

21

02
.

02
1,2, Dh

xy
Dh yx  

Sea ( ) ( ) 2.12 12

,, −++−= −z

zyx ezyxF , por el TFI: 

( )
( )

( )1,1,1

1,1,1

1,1

z

F
x

F

x

f








−=



      y     ( )

( )

( )1,1,1

1,1,1

1,1

z

F

y

F

y

f









−=



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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
2

1
1,1

21,1

21,1,1

11,1,1

41,1,1

,,

1,,

4,,

11

−=




−=

















=



→

=



→

=



→

+=




=




=




−− y

f
x

f

x

F
x

F
x

F

zeezyx
x

F

zyx
x

F

xzyx
x

F

zz

 

( ) 







−−=

2

1
,21,1f  

Entonces: 

( ) ( )( ) ( ) 







−−=
















−−== 1

2

9

21

02
.

2

1
2. 1,21,21,2 DhhDfDg  

 

( ) ( ) ( ): 9, 2 2,1tL t t = + R  

  



35. Sean 2: ,f →R R ( )21 Cf  y 2:h →R R  una función ( )2 2C R  

con ( ) ( )5,12,2 −=h  . Si ( ) ( )( )yxgfoh yx ,, =  con ( ) ( )yxxyg
yx

−= ,
,  

calcular la dirección de la mínima derivada direccional de f  en el punto 

(4,0) 

( )21 Cf  → f  es diferenciable → ( ) ( )0,40,4
min

f
v

f
−=




  y se da 

en la dirección de ( )0,4f  pero con sentido contrario. 

2Ch  (por enunciado) → puedo utilizar la regla de la cadena para 

derivar: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
yxyxyxyxyx gDgDfDhgfyxgfoh

,,,,, ., =→==
 

( ) ( )( ) ( )( )
2,22,22,2 . gDgDfDh =

 

• ( ) ( ) 








−
=→









−
=

11

22
.

11
2,2,

hD
xy

gD yx  

• ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )















==→= 0,4,0,40,4 0,42,22,2

y

f

x

f
fgfg  

Entonces:
 

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )510,40,420,40,42

11

22
.0,40,4

2,2.0,4

5,1

2,2

−=











−








+




=

=








−















==

−

y

f

x

f

y

f

x

f

y

f

x

f
gDDfDh



 

Armo un sistema para resolver los valores de las derivadas de f: 
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( ) ( )

( ) ( )












=



−





−=



+





50,40,42

10,40,42

y

f

x

f

y

f

x

f

 













 −
→












 −
→












 −
→












 −

− 1

3

01

10

1

1

01

12

4

1

04

12

5

1

12

12
 

Entonces queda: 

( ) 10,4 =




x

f
   y   ( ) 30,4 −=





y

f
→ ( ) ( )3,10,4 −=f  

Ahora hallo el versor que hace que la derivada direccional sea mínima. 

( ) ( ) ( ) ( ) 10313,13,1
22

0,4 =−+=→−=−−=−= vfv  

( )







 −
=→

−
==

10

3
,

10

1

10

3,1
v

v

v
v


 

La dirección de la mínima derivada direccional es: 

 








 −
=

10

3
,

10

1
v


 

 

 

 

  



36. Sea ( ) ( )2

,
,

x y
h f xy y=  siendo 2: ,f →R R una función de clase C1 en

2R . Sabiendo que 
( ) ( )2,4

3,1f = , halle la dirección para la que la 

derivada direccional de h en (1,2) es máxima y calcule el valor de dicha 
derivada. 

La derivada direccional máxima se da en la dirección del gradiente y como f 
es C1, entonces h también lo es, por lo que h es diferenciable. Por lo tanto, 
la máxima derivada direccional se puede hallar de la siguiente manera: 

( ) ( )1,2
1,2

MÁX

h
h

v


= 


 

Sea 2 2: ,g →R R tal que ( ) ( )2

,
,

x y
g xy y= → ( ) ( )( ),, x yx y

h f g=  

g es diferenciable pues sus componentes son funciones polinómicas por lo 
que h es diferenciable por ser composición de funciones diferenciables, 
puedo utilizar la regla de la cadena para derivar: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , ,, ,
.

x y x y x yx y x y
h f g Dh Df g D g= → =  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( )1,2

3,1

2,4

1,2 1,2 1,21,2 1,2 2,4
. .

g
Dh Df g D g Dh Df D g

=
= ⎯⎯⎯⎯→ =

 

• ( ) ( )1,2,

2 1
.

0 2 0 4
x y

y x
Dg Dh

y

   
= → =   
   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2 1,2

2 1
3 1 . 6 7 6,7

0 4
Dh h

 
= = →  = 

 
 

( ) ( ) 2 2

1,2
6,7 6 7 85h = = + =  

6 7
,

85 85
v

 
=  
 

   y    ( )1, 2 85
MÁX

h

v


=

  
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POLINOMIO DE TAYLOR 

Al igual que con las funciones de una variable, el Teorema de Taylor nos 
permite obtener, en un entorno reducido a un punto dado (x0,y0), otra 
función que aproxima muy bien a la original. Cuanto más alto sea el grado 
del polinomio, mejor aproximación resulta ser. 

En los ejercicios que se ven en esta materia suelen ser polinomios de hasta 
segundo orden (o grado dos). El polinomio de Taylor de orden uno es con la 
que se obtiene el plano tangente en (x0,y0,f(x0,y0)). 

En general, en los exámenes, el polinomio de Taylor se utiliza para definir 
algo aproximado a la función, sin darla en forma explícita. Entonces, 
mencionando que en ese punto, si el polinomio dado es de orden 2, la 
función en el punto y sus derivadas son iguales que el polinomio en ese 
punto y sus derivadas, hasta las de segundo orden. 

 

Polinomio de Taylor de primer orden, en un entorno del punto ( )00 , yx : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )00000000, ,,, yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfp yx −




+−




+=  

No es casual la similitud con la ecuación del plano tangente, ya que es la 

mejor aproximación lineal a la función f . 

Polinomio de Taylor de segundo orden, en un entorno del punto ( )00 , yx : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) 







−




+−−




+−




+

+−



+−




+=

2

0002

2

0000

2
2

0002

2

00000000,

,,2,
2

1

,,,

yyyx
y

f
yyxxyx

xy

f
xxyx

x

f

yyyx
y

f
xxyx

x

f
yxfp yx

 

Para cómo se plantean los ejercicios en los parciales, lo más importante que 
se tiene que tener en cuenta de todo el potencial y teórica que encierra 
trabajar con polinomios de Taylor es que: 



En el punto ( )00 , yx : 

• en polinomios de primer orden: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )0000

0000

,,

,,

,,

00

yx
y

f
yx

y

p

yx
x

f
yx

x

p

fp yxyx




=








=





=

 

• en polinomios de segundo orden: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )002

2

002

2

00

2

00

2

002

2

002

2

0000

0000

,,

,,

,,

,,

,,

,,

00

yx
y

f
yx

y

p

yx
xy

f
yx

xy

p

yx
x

f
yx

x

p

yx
y

f
yx

y

p

yx
x

f
yx

x

p

fp yxyx




=








=








=








=








=





=
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37. Sea 2: ,f →R R una función 3C . Si el polinomio de Taylor de 2° 

grado de f  en el punto (2,1) es ( ) 3
2

3
22

, 2 −+−= yyxp yx
, hallar el plano 

tangente a la superficie definida implícitamente por 

( ) 0342 , =−− xyzfxz yx
 en el punto (2,1,-6) 

Como tenemos el polinomio de Taylor de orden 2, en el punto (2,1) 
tenemos que: 

 

 

también las segundas derivadas, pero no son necesarias en este ejercicio. 

Entonces: 

 

Sea ( )6,1,2 −=P  y ( ) ( ) xyzfxzF yxzyx 342 ,,, −−=  → la ecuación del 

enunciado es la superficie de nivel 0 de F . El gradiente de F es 
proporcional a la normal al plano tangente a la superficie en P. 

( ) ( ) NkFNF ..// 6,1,26,1,2 =→ −−
, con 0k R  

 
 
 
 
 
 
 

Para hallar el plano tangente, no necesito una determinada proporción, así 
que voy a tomar un valor de k que me convenga para no trabajar con 
fracciones. 

( ) ( )3,62,32,
3

124
,2.

2

3
. 3

2

6,1,2 −−=







−−=⎯⎯→⎯=

=

− NNkF
k

 

 

( ) ( )( ) 746,1,2.3,62,3.3,62,3 =−−−=−−= PNN
 

Entonces, la ecuación del plano tangente a la superficie dada, en P es: 
 

743623:. =−+− zyxtgPl  

( ) ( ) ( )
3

4
1,221,2,31,2 −=




=




=

y

f
y

x

f
f

( )6,1,22,
3

124
,2 −=








−−= F

( ) ( ) ( ) 







−−




−−




−= xyxxzyx

y

f
yzyx

x

f
zF zyx 32,3,,3,42,,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =







−−−




−−−




−−= − 1.2.32.2,6.2.31,2,6.1.31,246.26,1,2

y

f

x

f
F

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,21,21,21,2,1,21,2
y

f

y

p
y

x

f

x

p
fp




=








=




=



38. Sea 2: ,f →R R ( )
22

,

−++= yax

yx exyef  . Hallar a>0 sabiendo que la 

máxima derivada direccional de f  en el punto (0,2) vale 37  . Para el 

valor de a hallado, calcular aproximadamente ( )2,01.0f  utilizando una 

aproximación lineal. 

f  es suma algebraica de funciones elementales (polinomios y 

exponenciales) → ( )2f C R  → f  es diferenciable. Entonces puedo 

utilizar la regla de la cadena: 

( ) ( ) ( ) ( )


372,02,02,02,0

22

max

enunciado
por

y

f

x

f
f

v

f
=












+












==




  

( ) ( ) 372,02,0

22

=











+












→

y

f

x

f
 

Hallo ( )2,0f  : 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )1,42,0

1
2,0

22,0

4
2,0

.2,0

2

2

+=→

=+=




+=+=




−

af

exy
y

f

ayea
x

f

y

ax

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 3714372,02,0
22

22

=++→=











+












a

y

f

x

f
 

 

( ) →=−=+ 361374
2

a 2=a  
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Una aproximación lineal se puede obtener hallando el polinomio de Taylor 
de orden 1, pues el valor que piden es en un entorno al punto (0,2). 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )22,02,02,0, −



+




+= y

y

f
x

x

f
fp yx

 

( )
22

,

−++= yax

yx exyef
→ ( ) ( ) ( ) 12,0,62,0,2112,0 =




=




=+=

y

f

x

f
f  

Entonces: 

( ) ( ) yxyxp yx +=−++= 62162,

 

 

( ) ( ) 06.2,2,01.0 = yxpf  

 

( ) 06.22,01.0 f  

 

  



39. Sea 3: ,f →R R una función ( )1 3C R  tal que su polinomio de Taylor 

de 1° orden en (2,1,3) es ( ) 273,, −++= zyxp zyx
 y 2 3: ,g →R R

definida por ( ) ( )1,3,
,

−−−= xyxyyxyg
yx . 

Hallar una ecuación para el plano tangente a la superficie gráfico de 

gfoh =   en el punto ( )( )2,2,2,2 h  . 

Cg pues sus componentes son polinomios → g  es diferenciable 

1Cf   por enunciado → f es diferenciable 

gfoh =  es composición de funciones diferenciables → h es diferenciable, 

por lo que puedo utilizar la regla de la cadena. 

Como el polinomio de Taylor está definido en un entorno del punto (2,1,3), 
entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,1,23,1,23,1,23,1,2,3,1,23,1,2
y

f

y

p
y

x

f

x

p
fp




=








=




=  

Entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) 13,1,273,1,2,33,1,2,143,1,2 =



=




=




=

z

f
y

y

f

x

f
f

 

La ecuación del plano tangente a la gráfica de h en ( )( )2,2,2,2 h  es: 

( ) ( )( ) ( )( )22,222,22,2 −



+−




+= y

y

h
x

x

h
hz

 

( ) ( )yxyx gfoh
,, =  → ( ) ( )( ) ( )yxyxyx gDgDfDh

,,, ..=
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Evaluado en el punto (2,2): 

( ) ( )( ) ( )2,22,22,2 .. gDgDfDh =  

• ( ) ( )3,1,2
2,2
=g  

• ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,7,33,1,2,3,1,2,3,1,23,1,2
2,2

=



















==

z

f

y

f

x

f
fgf

 

• ( ) ( )
















=→














 −

=

22

22

121

2,2,
gD

xy

xy

xy

gD
yx  

• ( ) ( )( ) ( ) 14.3,1,22,22,2 === fgfh  

Reemplazando todos estos resultados obtengo: 

( ) ( )( ) ( )2,22,22,2 .. gDgDfDh =
  →   ( ) ( ) ( )2,2.3,1,22,2 .gDDfDh =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )















==

















= 2,22,21922

22

22

12

.1732,2
y

h

x

h
Dh  

Entonces: 

( ) ( )( ) ( )( )

6819223819442214

22,222,22,2

1922
14

−+=→−+−+=

=−



+−




+=

yxzyx

y
y

h
x

x

h
hz




 

La ecuación del plano tangente pedido es:  

681922:. =−+ zyxtgPl  

 



40. Sea 2:F →R R  una función 3C  cuyo polinomio de Taylor de segundo 

orden en el punto (1,2) es ( ) 21123, yyxyxp +−+=  

a) Probar que la ecuación  F(x,y)=0 define implícitamente, en un entorno 
del punto (1,2), una función y=y(x) 

Por el teorema de Taylor tenemos que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,12,12,12,12,12,1
y

p

y

F

x

p

x

F
pF




=








=




=  

También se cumple que las derivadas segundas de ambas funciones, en el 
(1,2) son iguales pues es de segundo orden, pero no se necesitan para 
resolver este ejercicio. 

Analizo si se cumplen las hipótesis del TFI: 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02112213
2

2,12,1 =+−+== pF  

• 

( ) ( )

( ) ( )
→

+=



=





=



=





y
y

p

y

F

x

p

x

F

222,12,1

32,12,1

 son funciones continuas → 1CF   

• ( ) ( ) ( ) 062222,12,1 =+=



=





y

p

y

F
 

Se cumplen las tres hipótesis. 

Por lo tanto: 

F(x,y)=0 define implícitamente en un entorno del (1,2) a y=y(x) 
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b) Probar que la función y(x) resulta decreciente en x=1 

Lo que hay que analizar es si la pendiente de la gráfica de la función y=y(x) 
en x=1 es negativa. 

Para eso, utilizo el TFI (Teorema de la Función Implícita): 

Por TFI: 

( )
( )

( )
( ) 01'

2

1

6

3

2,1

2,1

1' →−=−=








−= y

y

F
x

F

y  

Como y ‘ (1) es negativa, puedo asegurar que: 

y(x) es decreciente en x=1 
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Capítulo IV:  

 

EXTREMOS de una FUNCIÓN 

 

 

LIBRES Y CONDICIONADOS 
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EXTREMOS DE UNA FUNCIÓN 
 

La palabra “extremos” de por sí define el tema que vamos a ver ahora. Son 

los valores máximos o mínimos que alcanza una función. En esta materia se 

ven, en su amplia mayoría, extremos de funciones diferenciables y los 

métodos que se explicarán se presentan tomando eso en cuenta. Como 

ejemplo de una función que no es diferenciable en un punto, al menos, es 

cuya gráfica es un cono. En el vértice no existen derivadas parciales, por lo 

tanto no son diferenciables en el vértice, pero sabemos que, según sea la 

ecuación, puede ser un máximo o mínimo. 

Haciendo una analogía con extremos de funciones de una variable, vamos a 

ver cómo hallar los de más de una variable. 

Al igual que en funciones de una variable, se tienen que hallar los puntos 

críticos, que llamaré PC. Se hallan esos PC y luego se analizan si son 

extremos o no. 

En el CBC (para los que lo 

cursaron) se ve que para 

que un punto sea crítico es 

condición necesaria que su 

pendiente sea cero, o sea 

que su derivada sea 0. En 

otras palabras, que la 

recta tangente sea 

paralela al eje x. Luego, 

con la segunda derivada, 

se analiza si es extremo 

local o no lo es.  

En esta figura podemos ver que 2 no es extremo, pero 1 y 3 sí lo son.  

Ahora bien, estudiando extremos de funciones de dos variables, como 

condición necesaria para detectar los PC es que el Plano Tangente sea 



paralelo al plano xy. Esto se logra hallando los puntos (x,y) tales que 

( ) ( )0,0, = yxf  (para esto es fundamental que la función sea 

diferenciable). 

Una vez que obtuvimos los puntos críticos, por la segunda derivada se 

puede decidir si es máximo o mínimo, o ninguna de las dos cosas. Como se 

necesitan las segundas derivadas, es necesario que la función sea, por lo 

menos, C2. Esta segunda derivada, en funciones de dos o tres variables, es 

una matriz llamada Hessiana y para decidir si es extremo y qué tipo es, se 

observa el determinante de esa matriz. A este determinante se lo llama 

hessiano. 

El estudio de extremos de funciones de dos o tres variables lo podemos 

dividir en dos: Libres o condicionados. Los veremos por separado. 
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EXTREMOS LIBRES 

 

Como las funciones que se suelen dar en esta materia (en FIUBA) son 

diferenciables, no voy a tratar cómo hallar los extremos en funciones que 

no lo son. 

Cuando se habla de Extremos LIBRES es porque no hay restricción. 

Imaginamos a la superficie, gráfica de la función de dos variables, y 

buscamos los puntos en donde se anula el gradiente. Ahí obtenemos los PC. 

Luego, se vuelve a derivar y se halla el hessiano y se decide si es extremo 

local o punto silla. El punto silla tiene analogía con los puntos de inflexión 

en funciones de una variable. Los puntos sillas son puntos de R3 porque se 

trata de un punto de la gráfica mientras que los extremos son puntos de R2, 

pues forman parte del dominio. 

 

 

 

 

 

 

Acá podemos observar cómo se ven los planos tangentes horizontales 

(paralelos al plano xy, o sea z=0). Los puntos en donde apoya el plano 1, son 

puntos donde se alcanza un máximo local. Los puntos en donde apoya el 

plano 3 son mínimos locales. Pero aquellos donde el plano 3 apoya, no son 

ni máximos ni mínimos. Todos esos puntos son denominados “puntos silla”. 

Los extremos son denominados “locales” o “relativos” cuando se estudia en 

superficies libres (sin restricciones) salvo que se pueda demostrar que 

ningún otro punto está por debajo o por encima de ese punto, si es que se 

trata de un mínimo o máximo local respectivamente. Un ejemplo de esto 



sería la gráfica de z=x2+y2, ya que sabemos que es un paraboloide, y su 

punto “más bajo” es el (0,0,0). O sea, el mínimo local será en f(0,0) y, 

además, será absoluto pues no hay ningún punto en el que la función de un 

valor más abajo que f(0,0). 

Hallar los puntos en donde el gradiente se anula, es una cuestión de 
cuentas. Puede haber uno, dos, infinitos o ninguno. Esto siempre y cuando 
estemos trabajando sin restricciones y considerando funciones 
diferenciables. 

Para determinar si los PC hallados son extremos, evaluamos por el criterio 
del hessiano. 

Vamos a ver cómo se compone la matriz hessiana para funciones de R2: 

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )yxyxyx Hh

yx
y

f
yx

xy

f

yx
xy

f
yx

x

f

H ,,

2

22

2

2

2

,

,,

,,

=→



































=  

Criterio del hessiano: 

1. ( ) ( ) ( )0000 ,002

2

, 0,0 yxyx fyx
x

f
Hsi →




 es máximo relativo 

2. ( ) ( ) ( )0000 ,002

2

, 0,0 yxyx fyx
x

f
Hsi →




 es mínimo relativo 

3. ( ) ( )( )
0000 ,00, ,,0 yxyx fyxHsi →

  

es punto silla 

4. ( ) →= 0
00 ,yxHsi el criterio no decide 

 

Vamos a ver cómo se compone la matriz hessiana para funciones de R3: 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) zyxzyxzyx Hh

zyx
z

f
zyx

zy

f
zyx

zx

f

zyx
yz

f
zyx

y

f
zyx

yx

f

zyx
xz

f
zyx

xy

f
zyx

x

f

H ,,,,

2

222

2

2

22

22

2

2

,,

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

=→





























































=  

Se estudia separando la matriz y calculando los determinantes “menores”: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )zyxzyxzyxzyx

hh

zyx
y

f
zyx

yx

f

zyx
xy

f
zyx

x

f

hzyx
x

f
h ,,,,3

2

22

2

2

2

,,22

2

,,1 ,

,,,,

,,,,

,,, =



































=











=

 

Criterio del hessiano para funciones de R3: 

Sea ( )000 ,, zyxP =  

1. ( ) ( ) ( ) ( )Pfhhhsi → 000 321
alcanza mínimo relativo 

2. ( ) ( ) ( ) ( )Pfhhhsi → 000 321
alcanza máximo relativo 

3. ( ) 0Phsi y no es ni el caso 1 ni el 2 ( )( )
000 ,,000 ,,, zyxfzyx→  es 

punto silla 

 

No es habitual que tomen este tipo de ejercicios, pero es bueno recordarlo 
al momento de preparar el examen. 

 

 

  



EXTREMOS CONDICIONADOS 

 

Cuando estudiamos extremos condicionados estamos viendo solamente 

una parte de la gráfica de la función, y qué valores extremos toma la 

función evaluada en la restricción dada. 

Vamos a suponer la misma gráfica que vimos en extremos libres, pero 

condicionado con  x = 1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Entonces, lo que tenemos que hallar son los extremos de C, ya que el resto 

de la superficie no interesa. 

Hay casos en los que la restricción (condición) es sólo una curva (como el 

caso que grafiqué arriba) o también puede contener una superficie. 

Ahora voy a separar el caso de extremos condicionados con restricciones 

abiertas y con compactas, analizándolas por separado. 
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RESTRICCIÓN ABIERTA 

El título lo resumo así, pero me estoy refiendo a aquellas restricciones que 
son un conjunto abierto. Un claro ejemplo es la curva x = 1. 

Otra restricción abierta  podría ser 1xy . En este caso abrá que analizar el 

bord e y el interior. 

INTERIOR: 

Para analizar el interior, se procede como con extremos libres, y se analiza 
si los puntos críticos pertenecen o no a la restricción.  Si no pertencen, se 
descartan. 

BORDE: 

Éste sería el caso de analizar los extremos de C (figura de la página 
anterior). 

Para eso, hay que parametrizar el borde, crear una nueva función de una 
variable que resulta ser la función dada evaluada en la curva dada. Luego, 
se procede como hacíamos en el CBC (como se indica al principio de este 
capítulo) 

 

RESTRICCIÓN CERRADA 

El título lo resumo así, pero me estoy refiendo a aquellas restricciones que 
son un conjunto compacto (cerrado y acotado). Un claro ejemplo es la 

curva 122 =+ yx . 

Cuando un conjunto es acotado, podemos referirnos al Teorema de 
Weierstrass, por el cual nos aseguramos que la función va a tener un 
máximo y un mínimo absolutos (que pueden darse en un punto o en 
infinitos) 

INTERIOR: 

Para analizar el interior, se procede como con extremos libres, y se analiza 
si los puntos críticos pertenecen o no a la restricción.  Si no pertencen, se 
descartan. En cambio, si pertencen, alcanza con tenerlos en cuenta y se 
analiza, luego de estudiar el borde, si es un extremo absoluto o no. 



BORDE: 

Éste sería el caso de analizar los extremos de la curva frontera de 

122 =+ yx . 

Para eso, hay que parametrizar el borde, crear una nueva función de una 
variable que resulta ser la función dada evaluada en la curva dada. 

Después se hallan los valores de t (si ése es el parámetro en que queda 
definida la función de una variable) para los que la derivada de la función 
compuesta es 0 (como se hacía en el CBC). Una vez que tengo los valores de 
t (pertenciente al conjunto de los reales) evalúo la parametrización en ese o 
esos valores de t hallados y obtengo nuevos puntos críticos. 

Luego, “junto” todos los PC y, por el teorema de Weierstrass, puedo definir 
el máximo y el mínimo evaluando la función de dos variables (la original) en 
los puntos críticos. 

Sólo queda definir, por comparación, cuál es el menor valor y cuál el mayor 

y en los puntos que f  logra esos extremos. 

No hay mucho más misterio que eso. Ahora vamos a verlo con ejemplos. 
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EJERCICIOS 
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41. Hallar algún par de valores a y b de manera que la función 

( ) ( ) ( ) 322

, 21 yybxaf yx −++−=  alcance un extremo local en el punto (1,1) 

  
Para considerar al punto (1,1) como extremo local, es condición necesaria 

que ( ) ( ) ( ) ( )















== 1,1,1,10,01,1

y

f

x

f
f . 

Hallo el gradiente en (1,1): 
 

 

 

 

( ) →=−=



0361,1 b

y

f

2

1
=b  

Por el criterio del hessiano, analizo si ese valor de b hallado es extremo 
local o si (a,b,f(a,b)) es punto silla. 

Reemplazo el valor de b en la función dada: ( ) ( )
( ) 3

2
2

,
2

2
1 y

y
xaf yx −

+
+−=  

( )

( ) ( )

( ) ( )









−
=



































=
y

a

yx
y

f
yx

xy

f

yx
xy

f
yx

x

f

H yx
610

02

,,

,,

2

22

2

2

2

,

 

( ) 








−
=









−
=→

50

02

610

02
1,1

aa
H

 
( ) ( ) ( ) ( ) aa

a
Hh

a
H 105.2

50

02

50

02
1,11,11,1 −=−=

−
==→









−
=

 Para que el punto (1,1) sea extremo, es necesario que ( ) 01,1 H . 

Entonces: 

  
( ) ( )

0010

0101,11,1

→

−==→

aa

aHh
 

Tomo un valor que cumpla a < 0  → a = - 1 
Un par (a,b) que cumple lo pedido es: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )











=−+=



→=−+=





=−=



→=−=





01.32121,10322,

01121,1012,

22 b
y

f
yybyx

y

f

aa
x

f
xayx

x

f

( ) 







−=

2

1
,1,ba



42. Sea f  un campo escalar ( )2 2C R  tal que ( ) ( )1,02,1 =f  y su matriz 

hessiana en (1,2) es: 

( ) 







=

10

02
2,1Hf  

Hallar aR  de modo tal que ( ) ( ) ( )2,, 1−++= xayfg yxyx   tenga 

extremo en (1,2) y clasificarlo. 
 

Sea 2:h →R R  tal que ( ) ( ) →−+= Chxayh yx

2

, 1 (polinomio)  

Entonces: 

 ( ) ( ) ( )
2

,,, Cghfg yxyxyx →+= pues es suma de funciones CyC 2  

→ 2Cg es diferenciable 

( ) ( ) ( )yxyxyx hfg ,,, +=  

Para que g tenga extremo en (1,2) tengo que ver que ( ) ( )0,02,1 =g . 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 10,01,0,01,0

,221,0
2,12,1

1,0

2,12,1

−=→=+=+=

=−+=+=

aaa

axhfg

enunciadox 
+ 

 

Analizo si es máximo o mínimo por el criterio del hessiano: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,12,12,12,12,1
10

04

00

02

10

02
HghgHhHfHg

enunciadopor

=→







=








+








=+=



 

( ) →



===→ 0041.4

10

04
2

2

2,1
x

g
hg alcanza mínimo relativo 

 

( )gena 2,11 →−= alcanza mínimo relativo 
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43. Sea ( )
2222

, yaxbyyaxf yx +−+= . Hallar todos los valores de 

, , 0a b a R  de manera que en el punto (0,1), f  alcance un extremo 

local y clasificarlo. 
  

Para considerar al punto (0,1) como extremo local, es condición necesaria 

que ( ) ( ) ( ) ( )















== 1,0,1,00,01,0

y

f

x

f
f . 

( ) ( )

( ) ( )












=→=+−=



→=+−=





→=+=



→=+=





−

2010.21.21,0022,

01.0.20.21,0022,

2

22

22

bab
y

f
yaxbyyx

y

f

aaa
x

f
axyaxyx

x

f

b   

2= ba  

Por el criterio del hessiano, analizo si ese valor de b hallado es extremo 
local o si (a,b,f(a,b)) es punto silla. 

Reemplazo el valor de b en la función dada: ( )
2222

, 2 yaxyyaxf yx +−+=  

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )yxyx H

axaxy

axyaya

yx
y

f
yx

xy

f

yx
xy

f
yx

x

f

H ,2

2

2

22

2

2

2

,
224

422

,,

,,

=













+

+
=



































=

 

( ) ( ) ( ) aHh
a

H 8
20

04
1,01,01,0 ==→








=→

 Para que el punto (0,1) sea extremo, es necesario que ( ) 01,0 H . 

( ) 0081,0 →= aah   y si ( ) 01,0040
2

2





→→

x

f
aa

entonces f alcanza un mínimo local en (0,1) 

fab →= 0,2 alcanza mínimo relativo en (0,1) 



44. Hallar los máximos y mínimos absolutos de ( ) yxyxf yx 3, +−=  en el 

rectángulo ( ) 2 2, , : 0 1 , 0 1R R x y x y =     R R  (interior y 

borde), e indicar en qué puntos los alcanzan. 
 

 
 

Analizo el interior: 

 

Observo en qué puntos se anula el gradiente. 

( ) ( ) ( ) ( )















== yx

y

f
yx

x

f
f yx ,,,0,0, . 

( )

( )
( ) RPC

xxyx
y

f

yyyx
x

f

=→












=→=−=




=→=−=




1,3

303,

101,

 

No hay puntos críticos en el interior de R. 

Analizo el borde: 

Sean : ,ih →R R tal que ( ) ( )( )titi fh =  con 41  i  

Parametrizo los segmentos por separado 
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Segmento ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) 2111011 0,1,0,01,0,0,: PCPCttAB
t

====→=   

( ) ( ) ( ) =→=→+−= ththtth ttt 01'0.30. 111  

Segmento ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) 3122022 1,1,0,11,0,,1: PCPCttBC
t

====→=   

( ) ( ) ( ) =→+=→+=+−= ththttth ttt 02'212131 222  

Segmento ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) 3134033 1,1,1,01,0,1,: PCPCttDC
t

====→=   

( ) ( ) ( ) 0'33 333 =→=→+−= ttt hhtth  todo el segmento es crítico. 

( )  1,0,1,5 = ttPC  

Segmento ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) 4141044 1,0,0,01,0,,0: PCPCttAD
t

=====→= 
 

( ) ( ) ( ) =→=→+−= ththtth ttt 03'3.3.00 444  

Como la restricción R e un conjunto compacto (cerrado y acotado) por el 

teorema de Weierstrass aseguro que f  alcanza un máximo y un mínimo 

absolutos. Para eso evalúo la función en los puntos críticos y comparo los 
valores. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 3

3

3

1

0

1,

1,0

1,1

0,1

0,0

5

4

3

2

1

==

==

==

==

==

tPC

PC

PC

PC

PC

ff

ff

ff

ff

ff

 

 

f  restringida a R alcanza máximo absoluto en el segmento DC  dado por 

( ) ( )  1,0,1,3 = tt
t

  y toma valor 3. 

f  restringida a R alcanza mínimo absoluto en el punto (0,0) y toma valor 0. 



45. Encontrar los puntos donde ( ) yxT yx −=,  alcanza los extremos 

absolutos en la porción de parábola 2xy = , con 20  x . 

Sea C la curva del enunciado. 

Parametrizo C: 

2xy = , con 20  x  

Tomo x = t 

( ) ( )  2,0,, 2 = tconttt  

Sea  ( ) ( )( )

 yx

tt ttThh 2,: −==→
  

Hallo los puntos críticos:  

1. Extremos de la parametrización:   

( ) ( ) ( ) ( ) 2210 4,2,0,0 PCPC ====   

2. Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula: 

( )
2

1
021' =→=−= tth t  

3
2

1

4

1
,

2

1
PC=








=








  

C es un conjunto compacto (cerrado y acotado) por lo que puedo asegurar 

que voy a encontrar un máximo y un mínimo absolutos (por el teorema de 

Weierstrass). Evalúo la función en los puntos críticos y comparo los valores. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1
,2,0

4

1
,

2

14,20,0 321
==−====









TTTTTT PCPCPC  

 

f  restringida a C alcanza máximo absoluto en 








4

1
,

2

1

 y toma valor ¼ . 

f  restringida a C alcanza mínimo absoluto en (2,4) y toma valor -2. 
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46. Encontrar los puntos donde la función ( ) yxf yx 2, +=  alcanza los 

extremos absolutos sobre la elipse 84 22 =+ yx   y calcular los valores 

extremos de f . 

Como la restricción es un conjunto compacto (cerrado y acotado) entonces 

puedo asegurar que voy a hallar un máximo y un mínimo absolutos de  f

restringida a la elipse dada (Teorema Weierstrass) 

Parametrizo la elipse: 

 

2228:

1
28

84

22

22
22

===

=+→=+

byasemiejes

yx
yx

ba  

( ) ( ) ( )( )   ( )0,222,0,2,cos22 1 =→= PCttsentt 
 

Sea  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tsenttsentfhh

yx

tt +=+==→ cos2222cos22,:




 

Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula: 

( )  ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

5

4
cos0cos22'

0


==→=→=+−=



tytttsenttsenh t  

Hallo los PC evaluando la parametrización en los valores de t hallados: 

( ) 2
4

2 1,2
4

2,
4

cos22 PCsenPC ==























==











 
 

( ) 3
4

5
3 1,2

4

5
2,

4

5
cos22 PCsenPC =−−=
























==











 
 

Evalúo la función en los puntos críticos y comparo los valores. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4,4,221 1,21,20,22 321
−====+== −−ffffff PCPCPC  

f  restringida a la elipse alcanza máximo absoluto en (2,1) y toma valor 4. 

f  restringida a la elipse alcanza mínimo absoluto en (-2,-1) y toma valor -4. 



47. Calcular el mínimo absoluto de ( ) ( )222

,, 1
4

1
−++= zyxf zyx  sobre la 

curva definida por la intersección de las superficies 
22 yxz +=  y 

222 yxz −−=  e indicar los puntos (x,y,z) donde se alcanza dicho 

mínimo. 
 

Sea C la curva intersección dada en el enunciado. 

Analizo la forma de C: 

22 yxz +=  → cono positivo 

222 yxz −−=  → paraboloide invertido 

Hallo la intersección de las superficies: 

1
2

1
022

22

022

2222

22222

=⎯⎯→⎯




−=

=
=−+→−=→







+=−→−−=

+=→+=  z
z

z
zzzz

yxzyxz

yxzyxz z

z=1 → 122 =+ yx   → Re defino C: 




=

=+

1

122

z

yx
 

Parametrizo C:  

( ) ( )( )   2,01),(,cos = ttsentt  

Sea  ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )ttt h
tsen

tfhh =−++==→
2

2
2 11

4
cos,:

  

 

Hallo los puntos críticos:  

1. Extremos de la parametrización:   

( ) ( ) ( ) ,1,0,1 120 PC===   

2. Busco los valores de t en los que la derivada de h se anula: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )


( ) ( ) 0cos

2

3

2

cos
cos2'

0

=−=+−=



tsent
tsent

tsenth t  

( ) ( )

( )

( )

2

3
20cos

0
0

0cos







=

=
=

=

=
=

→=

t

t
t

t

t
tsen

tsent  

Hallo los PC evaluando la parametrización en los valores de t hallados: 

( ) ( ) 10 1,0,1 PC==
 

( ) ( ) 21,0,1 PC=−=
 

( ) 3
2

1,1,0 PC==







   

( ) 4
2

3 1,1,0 PC=−=







   

Como la restricción es un conjunto compacto (cerrado y acotado) entonces 

puedo asegurar que voy a hallar un máximo y un mínimo absolutos de  f

restringida a C (Teorema Weierstrass) 

 
Evalúo la función en los puntos críticos y comparo los valores. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
4

1

4

1

1

1

1,1,0

1,1,0

1,0,1

1,0,1

4

3

2

1

==

==

==

==

−

−

ff

ff

ff

ff

PC

PC

PC

PC

 

f restringida a C alcanza mínimo absoluto en (0,1,1) y (0,-1,1) 



y toma valor ¼  

 

48. Sea →2:f  de clase 
3C  en un entorno de (2,-1) y sea 

( )
22

, 2 yxxykxp yx −−−+=  el polinomio d Taylor de 2° orden de f  

alrededor de (2,-1). Hallar k sabiendo que (2,-1) es punto crítico de f  y 

analizar si se trata de un extremo.  

Por el teorema de Taylor, entonces: 

 

 
 
 
 

Si (2,-1) es punto crítico de f , entonces: ( ) ( )0,01,2 =−f  

( )


( )

( )


( )

3

021,2

0321,2

1,2

1,2

=→













=−−=−




=−=−−=−




−

−

k

yx
y

f

kxyk
x

f

Taylorx

Taylorx

 

Ahora analizo, por el criterio del hessiano, si se trata de un extremo: 

( )


( )


( )


( ) ( )( ) 3det
21

12

21,2

11,2

21,2

1,21,2

2

2

2

2

2

=→








−−

−−
=→

















−=−




−=−




−=−




−− HH

y

f

xy

f

x

f

Taylorx

Taylorx

Taylorx

 

( )( ) ( ) 01,20det
2

2

1,2 −



−

x

f
H  , entonces  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,21,21,21,21,21,2

1,21,21,21,21,21,2

2

2

2

222

2

2

2

2

−



=−




−




=−




−




=−





−



=−




−




=−




−=−

y

p

y

f

xy

p

xy

f

x

p

x

f

y

p

y

f

x

p

x

f
pf
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en el punto (2,-1) f alcanza un máximo local  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJERCICIOS  SURTIDOS 

(relacionan distintos temas) 
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49. Sea 2:f →R R  una función 2C de la cual se sabe que el polinomio de 

Taylor de 1° orden en el punto (-1,1) es ( ) yxp yx 32, +−−=  y sea 

( ) ( )yxyx hofg ,, =  donde  ( ) ( )2
, 21,122 yxyyxh yx ++−−+=  . Hallar b   

de manera que el punto ( )( )0,0,0,0 g  pertenezca a la superficie S 

parametrizada por 

( ) ( )( )    0,4,0,3,1,1 22

, −−+++= vuvuvbuvu  

y además la superficie S y la superficie gráfico de g  resulten paralelas en 

ese punto. 

Como ( )yxp ,  es el polinomio de Taylor de orden 1 de f  en un entorno del 

punto ( )00 , yx , siendo, en este ejercicio ( ) ( )1,1, 00 −=yx , entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,11,1,1,11,1,1,11,1 −



=−




−




=−




= −−

y

f

y

p

x

f

x

p
fp

 

 

Sea ( )( )0,0,0,0 gP =  → Hallo ( )0,0g :  

( ) ( ) ( )( ) ( )


21,10,00,00,0

Taylorx

fhfhofg ==== − → ( )2,0,0=P  

Para que SP  → ( ) ( ) ( )( )2

0

2

000, ,1,12,0,0
00

vuvbuP vu +++=→=
 

( )

( ) 1121

1

2

01

01

0

02

0

2

0

21

0

2

0

2

0

0

0

00 −=⎯⎯→⎯=→=+−⎯⎯ →⎯

−=→









=+

=+

=+

−=
vvv

u

vu

vb

u

vu

 

Entonces: ( ) ( ) ( )( )2

0

2

0001,1 ,1,12,0,0 vuvbuP +++=→= −−
 

Para analizar si S es paralela a la gráfica de g en P, observo si sus normales 
son proporcionales (paralelas). 

La normal al plano tangente a la superficie gráfico de la función g en P es  



( ) ( ) 







−








= 1,0,0,0,0

y

g

x

g
N  (se obtiene de la ecuación del plano tangente) 

 

Ch  pues sus componentes son polinomios. 2Cf  por enunciado. 

( ) ( )
2

,, Chofg yxyx =  pues es composición de funciones 2C y C →  

gCg → 2  es diferenciable así que puedo utilizar la regla de la cadena→  

( ) ( )( ) ( )yxyxyx hDhDfDg ,,, =  

 
En el punto (0,0): 

( ) ( )( ) ( )0,00,00,0 hDhDfDg =  

 

• ( ) ( )1,10,0 −=h  

• ( )( ) ( )


( ) ( )
( )

( )31311111
1,1

.

0,0 −=−=−=−=
−

DpDfhDf

Taylorpol

( ) ( )3111 −=−→ Df  

• ( ) ( ) 







=→









+−−
=

00

22

4

22
0,0, hD

yxy
hD yx  

Reemplazando todos estos resultados obtengo: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,00,00,00,0 22
00

22
.31 DghDhDfDg =−−=








−==  

Entonces, la normal al plano tangente es: ( )1,2,2 −−−=N  

Hallo la normal a S en P: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )bbN

bvvbv

uuu
S ,2,2

2,,0'2,,0'

2,0,1'2,0,1'

1,1

1,1
=→

−=→=

−=→=

−−

−−




 

Ahora falta analizar si SN es proporcional a N → observo si 0k tal 

que kNNS =  

( ) ( )1,2,2,2,2 −−−= kbb  

1

122

22

1 =⎯⎯ →⎯

−=→








−=

−=

−=

−= b

k

kb

k

kb

k

 

 

1=b  

 

 

 

  



50. Sea 2 2: ,f C→R R  con un máximo relativo en el punto (-1,1) de valor 

6. Hallar el valor de la máxima derivada direccional de 

( ) ( ) yxyxyxfg yx

322

, 3, +−+−=  en el punto (2,1). 

 

Sean 22: →h , tal que ( ) ( ) ( ) 








−

−
=→−+−=

32

11
3, ,

2
,

x
hDyxyxh yxyx  

         →2:k , tal que ( ) yxk yx

3

, =   → ( ) ( )( ) ( )yxyxyx khfg ,,
2

, +=  

Como g es suma algebraica de una función 2Cf  y otra  Ck

(polinomio) entonces  2Cg → g  es diferenciable, por lo que puedo usar 

la regla de la cadena: 
 

( ) ( ), ,
MÁX

g
x y g x y

v


= 


 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )yxyxyxyxyx DkhDhDfhfDg ,,,,, ..2 +=  

 
En el punto (2,1): 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1,21,21,21,21,2 ..2 DkhDhDfhfDg +=  

 

• ( ) ( )1,11,2 −=h  

• ( )( ) ( ) 61,11,2 =−= fhf , pues en el enunciado dice que en el punto 

(-1,1) la función toma valor 6. 

• ( )( ) ( ) ( )0,01,11,2 =−= fhf , pues en el enunciado dice que la 

función alcanza un máximo relativo en (-1,1) y resulta ser condición 
necesaria que el gradiente se anule en ese punto. 

• ( ) ( ) 








−

−
=→









−

−
=

34

11

32

11
1,2, hD

x
hD yx  

• ( ) ( ) ( ) ( )8,12,3 1,2

32

, =→= kxyxk yx  
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• ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1,21,21,21,21,2 ..2 DkhDhDfhfDg +=  

Reemplazando todos estos resultados obtengo: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1,2

0

1,21,21,11,1

1,21,21,21,21,2

812812
34

11
.00.6.2

..2

..2

Dg

DkhDDff

DkhDhDfhfDg

==+








−

−
=

=+=

=+=

−−

  

 

Además: 

( ) ( ) 1348128,121,2 22 =+==g  

 

Entonces, la derivada direccional máxima es: 

( ) ( ) 1341,21,2
max

==



g

v

g
  

 

( )2,1 4 13
MÁX

g

v


=


 

  



51. Sean 2:f →R R  un campo escalar 2C . Si P=(1,-1,1) es un punto de la 

superficie S gráfico de  y la curva definida por  





=+−

=++−

0

02

zx

zyx
 

es ortogonal a S e P. Se pide: 

a) Hallar ( )1,1 −f  

Sea C la curva del enunciado. Parametrizo C: 

xyxyx

zxzx

zyx zx −=→=++−

=→

⎯⎯→⎯





=+−

=++− = 02

0

02
 

Tomo x = t : ( ) ( ), ,t t t t t = − R  , ( ) ( ) 11,1,1 00
=→−== tP t  

C es una recta dada por ( )t . Como esta recta es ortogonal a S en P 

entonces la normal al plano tangente a S en P es proporcional a la dirección 

de C, que se obtiene por la derivada de ( )t . 

( ) ( )1,1,1' −=t  

La ecuación del plano tangente en ( )( )1,1,1,1 −− f  está dada por: 

( ) ( )( ) ( )( )11,111,11,1 +−



+−−




+−= y

y

f
x

x

f
fz  

La normal a ese plano es: ( ) ( ) 







−−




−




= 1,1,1,1,1

y

f

x

f
N   

Entonces, tengo que: 

( ) Nkt .' =  → ( ) ( ) ( ) 







−−




−




=− 1,1,1,1,1.1,1,1

y

f

x

f
k

 



 
175 

( )

( )

( )

( )

( )











=−




−=−




→















−=→−=

−



=−

−



=

11,1

11,1

111

1,11

1,11

y

f

x

f

kk

y

f
k

x

f
k

 

Por lo tanto: 

( ) ( ) ( ) ( )1,11,1,1,11,1 −=







−




−




= −

y

f

x

f
f

 

( ) ( )1,11,1 −= −f

 

b) Aproximar el valor  ( )02.1,01.1 −f  usando una aproximación lineal. 

El plano tangente a f  en ( )00 , yx   es una buena aproximación lineal 

para ( )00 , yx  en un entorno de . El punto ( )02.1,01.1 −  está en un 

entorno del ( )1,1 − , por lo tanto: 

( ) ( )( ) ( )( )11,111,11,1

11
1

+−



+−−




+−=

−

y
y

f
x

x

f
fz




 

3111 ++−=→+++−= yxzyxz
 

 
97.03

02.101.1

=++−=

−

yxz
 

( ) 97.002.1,01.1 −f

 

  



52. Sea ( ) ( )yxyx gayxf ,

22

, 22 ++=  y g una función 1C  que satisface 

( ) ( )1,31,2 −=g  . Hallar todos los valores de a de manera que la curva de 

nivel de f  que contiene a (2,1) resulte perpendicular a la recta 

534 =− yx  en ese  

Sean C la curva de nivel 0 de f , que pasa por el punto (2,1), L  la recta 

tangente a C en (2,1) y T  la recta del enunciado. 

( ) Lf ⊥ 1,2
 en (2,1) →  ( ) Cf ⊥ 1,2

 en (2,1) → ( ) Tf //1,2  

Entonces hallo los valores de a para los cuales T  resulte proporcional a 

( )1,2f . 

Hallo la dirección de T y la parametrizo: 

534 =− yx  → 
3

54 −
=

x
y   

( ) 






 −
= t

t
tT t ,

3

54
,:   

También la puedo escribir como: 

 ( ) ( ) 







−+= ttT t ,

3

5
,04,3: , donde (3,4) es un vector director de T . 

Tengo que hallar los valores de a tales que ( ) ( ) = kkf ,4,3.1,2
 

Hallo ( )1,2f : 

( ) ( ) ( )















= 1,2,1,21,2

y

f

x

f
f    

Recordando que, por enunciado:  ( ) ( ) ( ) ( )1,31,2,1,21,2 −=















=

y

g

x

g
g  

( ) ( )
( )

( ) 141,2.28,.241,2

3

1,2

=



+=




+=






x

g
yx

x

g
x

x

f
 

( )1,2f
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( ) ( )
( )

( ) 221,2.22,.221,2

1

1,2

−=



+=




+=





−

a
y

g
ayx

y

g
ay

y

f


 

Entonces tengo que: 

( ) ( ) ( ) ( )22,141,2,1,21,2 −=















= a

y

f

x

f
f  

( ) ( ) ( ) ( )4,3.22,14,4,3.1,2 kakf =−→=  

3

14

422

314 =→





=−

= k

ka

k

3

56
22

3

14
.4223

14

=−→=−⎯⎯ →⎯
=

aa
k

 

3

31

3

31

3

28
1

3

28
1

3

56
22 =→=+=→=−→=− aaaa  

El valor de a pedido es: 

3

31
=a  

 

  



53. Sea ( ) xyyxxp yx 232 22

, +++−=  el polinomio de Taylor de segundo 

orden de una función 1, Cf  en el punto (1,2) y sea ( ) ( )yxyx hofg ,, =
 con 

( ) ( )xyxyxh yx 2,2 2
, −= . Hallar la derivada direccional de g  en el punto 

(1,1) en la dirección tangente a la curva 522 =− yx  en el punto (3,2) y 

sentido con componente x positiva. 

Como ( )yxp ,  es el polinomio de Taylor de orden 2 de f  en un entorno del 

punto ( )00 , yx , siendo, en este ejercicio ( ) ( )2,1, 00 =yx , entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,12,1,2,12,1,2,12,1
y

f

y

p

x

f

x

p
fp




=








=




=  

Esta igualdad se hace extensiva a las segundas derivadas, pero para este 
ejercicio no se necesitan. 

Ch  pues sus componentes son polinomios. 1, Cf  por enunciado. Por 

lo tanto: 

( ) ( )
1

,, Chofg yxyx =
 pues es composición de funciones 1C y C →  

gCg → 1  es diferenciable así que puedo utilizar la regla de la cadena→  

( ) ( )vg
v

g 
 .1,11,1 =




 

( ) ( )( ) ( )yxyxyx hDhDfDg ,,, =  

 
En el punto (1,1): 

( ) ( )( ) ( )1,11,11,1 hDhDfDg =  

 

• ( ) ( )2,11,1 =h  

• ( )( ) ( )


( ) ( )
( )2,1

.

1,1 22,2232,12,1 xyyxpfhf

Taylorpol

+++−===

( ) ( )6,32,1 =→ f  
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• ( ) ( ) 






 −
=→







 −−
=

22

12

22

4
1,1, hD

xy

xyx
hD yx  

Reemplazando todos estos resultados obtengo: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) === 1,12,11,11,11,1 hDDfhDhDfDg  

( ) ( ) ( )1,1921
22

12
63 Dg==







 −
=  

Ahora hallo v: 

Sea ( ) 522

, −−= yxj yx  → la curva de nivel 0 es la curva del enunciado y 

pasa por el punto (3,2) → ( ) ( )2,3, enCatgj yx ⊥

 

( ) ( )
( )

( )4,62,2
2,32,3 −=−= yxj  , 

el vector ( )6,4  es perpendicular al ( )4,6 −

  

Por lo tanto, tomo ( ) 1326,4 =→= vv  









=→








=

13

3
,

13

2

132

6
,

132

4
vv


 

Entonces: 

( ) ( ) ( )
13

69

13

3
,

13

2
.9,21.1,11,1 =








==




vg

v

g 
  

La derivada direccional de g en (1,1) en la dirección del enunciado es: 

( )
13

69
1,1 =





v

g
  

 

( )2,3j



54. Sea 1Cf   una función escalar y ( ) ( ) ( )( )tsentt 2,cos22= , 20  t  
una parametrización del conjunto de nivel 5 de f . Sabiendo que  

( ) 31,2 =




x

f
 determinar la ecuación del plano tangente al gráfico de  f en 

( )( )1,2,1,2 f . 

Sean C la curva dada por ( )t  y ( )1,2=P . 

Analizo la forma de C: 

( ) ( ) ( )













=


yx

t tsent 2,cos22  con 20  t . 

( )

( ) 2

22

2

cos22

=

=
→







=

=

b

a
elipse

tseny

tx

 

El gradiente de  f  es ⊥  a la curva de nivel. 

Busco la dirección de la recta tangente a C en P: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
4

2,cos221,2 0000


 =→=== ttsentP t  

La dirección de la recta tangente a C en P está dada por la derivada de la 

parametrización: ( ) ( ) ( )( ) ( )1,2'cos2,22'

4

−=→−=







 
 ttsent   

Busco el gradiente, que es gradiente de  ( ) ( )1,2, −⊥ yxf  → 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 61,201,21,2201,21,2,1,2

)(3

=



→=




+




−→=−

















y

f

y

f

x

f

y

f

x

f

enunciado

 



 
181 

Entonces: ( ) ( )6,31,2 =f  

La ecuación del plano tangente en ( )( )1,2,1,2 f  está dado por: 

( ) ( )( ) ( )( )11,221,21,2 −



+−




+= y

y

f
x

x

f
fz

 

El punto (2,1) pertenece a la curva de nivel, por lo que ( ) 51,2 =f    

( ) ( )( ) ( )( )11,221,21,2

63
5

−



+−




+= y

y

f
x

x

f
fz




 

76376366635 −+=→−+=−+−+= yxzyxyxz  

La ecuación del plano tangente al gráfico de f en ( )( )1,2,1,2 f  es: 

763 =−+ zyx  

 

 

 

 

  













=

=+

0

1

2

22

z

xy

zx

55. Sea C la curva definida por 











=

=+

0

1

2

22

z

xy

zx

 

a) Hallar una parametrización regular de C 

Analizo la forma de C: 

  → cilindro radio 1 con eje en el eje y 

 → cilindro parabólico 

 → puntos “arriba” del plano z = 0 

 

C está definida en el cilindro, por lo tanto, cumple su ecuación y proyecta 
una semicircunferencia (pues z ≥ 0) sobre el plano xz. 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

 



,00

,cos,cos

cos

cos
2

22

→

=→








=→=

=

=

tz

tsentt

tyxy

tsenz

tx

t

 

Para saber si es una parametrización regular, la derivo y analizo si existe 
algún valor de t para el cual la derivada se anule. Si no existe ese valor de 
t, entonces tnego una parametrización regular. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tttsentsentsentt tt cos,cos2,',cos,cos 2 −−=→=   

Los valores de t en los que cos(t) se anula, sen(t) no lo hace, por lo tanto, 

 ,0 t tal que ( ) ( )0,0,0' =t . 

Entonces, una parametrización regular de C puede ser: 

( ) ( ) ( ) ( )( )   ,0,,cos,cos 2 = ttsenttt  
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b) Escribir la ecuación de la recta tangente en el punto donde dicha 
recta es paralela al plano xy 

Sea L la recta tangente pedida en el enunciado. 

Quiero encontrar el punto en donde la dirección de la tangente a C sea 
paralela al plano xy, o sea, el punto en el que la derivada de la 
parametrización sea perpendicular a la normal al plano xy → N=(0,0,1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0000 cos,cos2,'
0

tttsentsent −−=  

Hallo un valor de t0 tal que ( ) ( )1,0,0'
0
⊥t : 

→ ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 01,0,0.cos,cos2, 0000 =−− tttsentsen  

( )
2

0cos 00


=→= tt  

Dirección de la recta tangente: 

( )0,0,1
2

cos,
2

cos
2

2,
2

'

2

−=































−








−=














sensen  

Punto de paso: 

( )1,0,0
2

,
2

cos,
2

cos 2

2

=































=











  sen  

La ecuación de la recta tangente pedida en el enunciado es: 

 

( ) ( ) ( ): 1,0,0 0,0,1tL t t = + R   



56. Sea 2:f →R R una función de clase C3 cuyo polinomio de Taylor de 2° 

orden alrededor de (2,1) es ( ) xyxyxyxP −++−= 223,  

a) Calcular la dirección de máximo crecimiento de f  en (2,1) 

Por el teorema de Taylor tenemos que: 

 
 
 

f es C3
→ f es diferenciable → ( )

MÁXv

f
1,2




se da en la dirección del 

gradiente, por lo tanto: 
( )
( )1,2

1,2

f

f
v




=


 

Hallo ( )1,2f : 

( )


( )


( ) ( ) ( ) 51,21,21,2

11,2

21,2

=−=→













=




−=




fyf

y

f

x

f

Taylorx

Taylorx

 

 

Por lo tanto, el vector pedido es: 

 








 −
=

5

1
,

5

2
v


 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11,21,221,21,221,21,2 =−



=




−=−




=




==

y

P

y

f

x

P

x

f
Pf
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b) Hallar el plano tangente al gráfico de gfoh =  en ( )( )0,1,0,1 h   sabiendo 

que 2 2:g →R R  es una función diferenciable ( ) ( )1,20,1 =g  y 

( ) 






−
=

20

11
0,1gD   

f  y g  son funciones diferenciables por lo que la composición entre ambas 

también lo es: gfoh = es diferenciable, entonces puedo utilizar la regla de 

la cadena para derivar. 

( ) ( )( ) ( )xgDxgDfxDh .=  

Entonces: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )0,1.1,20,1.0,10,1

1,2

gDDfgDgDfDh

enunciadox

=













=

=

  

• ( ) ( ) ( )


 121,21,21,2

)

−=















=

apunto

y

f

x

f
Df  

Entonces: 

( )     ( ) ( )















==







−
−= 0,10,102

20

11
.120,1

y

h

x

h
Dh

( ) ( ) ( )


21,20,10,1

Taylorx

fgfoh ===  

La ecuación del plano tangente a la gráfica de h en (1,0), que llamo π, es: 

( ) ( )( ) ( ) xzxy
y

h
x

x

h
hz 22220,110,10,1

02
2

=→−+=



+−




+=


  

Por lo tanto: 

02: =− zx  



57. Enuncie el teorema de derivación de la composición de funciones (regla 

de la cadena). Siendo f una función con matriz jacobiana 

( )  1, += vuvuDf  y ( ) ( )xxyyxg ,, =  analice si existe algún 

punto del tipo ( )000 ,, zyx  en el cual la superficie de ecuación 

( )( )yxgfz ,=  tiene plano tangente paralelo al plano xy. 

Sean: 

 

 

Si f es diferenciable en U  y g  es diferenciable en entonces la 

composición es diferenciable en W . La derivada de la composición es: 

( ) ( )( ) ( )xgDxgDfxDh .=  

Para que ( )( )yxgfz ,=  tenga plano tangente paralelo al plano xy, la 

normal a dicho plano será proporcional a (0,0,1) 

( )( )yxgfhz ,==  → ( ) zyxh −= ,0  

Para esta superficie, la normal al plano tangente es: 







−








= 1,,

y

h

x

h
N  

Las componentes de g  y de la matriz jacobiana de f son polinomios, por lo 

que Cgf ,  por lo que f y g  son funciones diferenciables, por lo tanto, 

h también lo es. 

( )yxhz ,=  

Entonces: 

( ) ( )( ) ( )yxgDyxgDfyxDh ,.,, =  

• ( ) ( )xxyyxg ,, =   → ( ) 







=

01
,

xy
yxgD  

( ) ( )( )

:

:

: ,

n

m n

m

f U

g W U

h W tal que h x f g x

 →

 → 

 → =

R R

R R

R R
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• ( )      1,1, +=













→+= xxyxxyDfvuvuDf

vu

 

➔ ( )   



















++=







+=









y

h

x

h

yxxxy
xy

xxyyxDh 22 1
01

.1,
  

N // Nxy  →  N = k.Nxy, con k ϵ R 

( )
( )

( ) ( )1,0,01,,1
1,0,0

1,,1
22

22

kyxxxy
N

yxxxyN

xy

=−++→






=

−++=
 











=−

==→=

=++

k

xyyx

Ixxy

1

000

01

2

2

 

Por 
101

001
:

0

0

−=→=+⎯⎯ →⎯

⎯⎯⎯ →⎯=⎯⎯ →⎯
=

=

xx

x
I

ysi

ABSURDOxsi

 

Entonces: 

01 =−= yx  

Eso quiere decir que el par (x,y) que cumple lo pedido es único y es: 

(x,y) = (-1,0) 

 

Por lo tanto: 

 

En el punto ( )( )0,1,0,1 −− gf  el plano tangente es paralelo al plano xy 

 

  



58. Sean 2:f →R R y el punto A=(2,1). Sabiendo que la derivada 

direccional de f en A según un versor ( ),r u v=  es ( ) 2' , 2 3f A r u v= + , 

calcule los valores de la derivada direccional máxima y mínima absolutos 
de la función en el punto A e indique según qué versores se producen 
dichas derivadas. 

Como r es versor entonces su norma es unitaria: 

( ) 2 2 2 2, 1 1r u v u v v u= = + = → = −  

Y, además, por ser versor: 1 1 , 1 1u v−   −    

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2' , 2 3 1 3 2 3

v

f f
f A r A u u A u u

r r

 
= = + − → = − + +
 

 

Sea ( ) ( )
f

A g u
r


=


  → 2( ) 3 2 3, 1 1g u u u u= − + + −    

Ahora solo resta hallar el máximo y el mínimo de g(u) para poder calcular 
las derivadas direccionales máxima y mínima y hallar los versores en que se 
producen. 

g es diferenciable pues es un polinomio, por lo que los extremos se hallarán 
en los valores de u en donde g ‘(u)=0 

1
3

'( ) 6 2 0g u u u= − + = → =  

Otros dos puntos críticos son los extremos del intervalo: u= -1, u=1. Como el 
intervalo es un conjunto compacto, por el Teorema de Weierstrass aseguro 
que exista un máximo y un mínimo absolutos. Evalúo la función g en los 
puntos críticos hallados y decido por comparación de valores: 

( ) ( ) ( )
2

101 1 1
3 3 3 3

3 2 3g = − + + =  

2( 1) 3( 1) 2( 1) 3 2g − = − − + − + = −  

2(1) 3(1) 2(1) 3 2g = − + + =  

El mayor valor es 10/3, con u=1/3 y el menor valor es -2, con u=-1 
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2 2 1

1 2

2 2

1 1 2 2 1 2 23
, ,

3 3 3 3 32 2

3

u v

v

u r r

v

+ =


=    

= ⎯⎯⎯⎯→ → = = −       
   

= −


 

( ) ( ) ( )
1 2

10

3MÁX

f f f
A A A

r r r

  
= = =

  
 

 

( )
2 2 1

31 0 1,0u vu v r+ == − ⎯⎯⎯⎯→ = → = −  

( ) ( )
3

2
MÍN

f f
A A

r r

 
= = −

 
 

Por lo tanto:  

( )
10

3MÁX

f
A

r


=


, con 

1 2

1 2 2 1 2 2
, ,

3 3 3 3
r r

   
= = −      
   

 

 

( ) 2
MÍN

f
A

r


= −


, con ( )3 1,0r = −  

  



59. Sea Σ la superficie de ecuación ( )( ),z f g x y=  con ( )1 2,f g C R . Si 

( ) ( )2, ,g x y x y xy= , f(0,0)=4 y para todo punto A y versor  ( ),r u v=  la 

derivada direccional ( )' , 2 4f A r u v= + , halle los puntos de Σ donde su 

plano tangente es  horizontal (paralelo al plano xy) 

 

Según el enunciado, 1f C , entonces f es diferenciable, por lo tanto la 

derivada direccional se puede calcular utilizando: 

( ) ( ) ( )' , .
f

A f A r f A r
r


= = 


 

Entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), . , . . 2 4

ENUNCIADO
f f f f f

A A A u v A u A v u v
r x y x y

     
= = + = + 

     
 

 De esto se desprende que: 

( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 4
A

f f
A y A Df

x y

 
= = → =

 
 para todo punto A 

Sea h(x,y)=z. 

Como 1,f g C , entonces son diferenciables, por lo tanto h, que es 

composición de funciones diferenciables, también lo es. Esto permite 
utilizar la regla de la cadena: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),, ,, , x yx y x yg x y g x y
h f Dh Df Dg= → =  

El punto A tendrá la forma dada por g : ( ),a aA g x y= , entonces: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ,, , a a a aa a a a
x y x yAx y g x y

Dh Df Dg Df Dg= =  

• ( ) ( )

22

, ,

22
a a

a a a

x y x y

a a

x y xxy x
Dg Dg

y xy x

  
= → =   
   
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( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )

2

,

2

2

2
, , 2 4

2* 2 4* 2* 4*

4 4 2 4

a a

a a a

a a a ax y

a a

a a a a a

a a a a a

x y xh h
Dh x y x y

x y y x

x y y x x

x y y x x

   
= = =  

    

= + + =

= + +

 

Como h es diferenciable, para que el plano tangente sea horizontal alcanza 

con saber en qué puntos ( ) ( ),
0,0

a ax y
h = : 

( ) ( )

( ) ( )

(1)

2 (2)

, 4 4 0 4 1 0

, 2 4 0 2 2 0

a a a a a a a

a a a a a a

h
x y x y y y x

x

h
x y x x x x

y


= + = → + =




 = + = → + =


 

De (1): 0 1a ay x=  = −                y           De (2): 0 2a ax x=  = −  

Como se tienen que cumplir ambas condiciones al mismo tiempo, entonces 

puedo descartar 1ax = −  pues no anula la segunda condición. Por lo tanto, 

los valores posibles de ax  son 0 y -2. Evalúo cada caso: 

• 
( )1

0 0
por

a ax y= ⎯⎯⎯→ =  

• 
( )1

2 0
por

a ax y= − ⎯⎯⎯→ =  

Los puntos de Σ en donde el plano tangente es paralelo al plano xy son: 

( )( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )

4 ( )

1 0,00,0

4 ( )

2 0,02,0

0,0, 0,0, 0,0,4

2,0, 0,0, 2,0,4

enunciado

g

enunciado

g

P f f

P f f
−

 
 = = =
 
 

 
 = − = = −
 
 

 

Por lo tanto, los puntos buscados son:  

( ) ( )1 20,0,4 2,0,4P y P= = −   



60. Enunciar el teorema de derivación de la composición de funciones (regla 

de la cadena). Siendo ( ) ( )xxyfyxh ,, = , suponiendo que puede aplicarse 

el teorema, calcule ( )2,1h  sabiendo que ( ) ( )4,31,2 =f  

Sean: 

 

 

Si f es diferenciable en U  y g  es diferenciable en entonces la 

composición es diferenciable en W . La derivada de la composición es: 

( ) ( )( ) ( )xgDxgDfxDh .=  

Entonces: 

Sea ( ) ( )xxyyxg ,, =  → ( ) ( )( )yxgfyxh ,, =  

( ) ( )( ) ( )2,1.2,12,1 gDgDfDh =  

• ( )
( )









=








=

01

12

01
2,1

2,1

xy
gD  

• ( ) ( )1,22,1 =g  

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )















=
















= 1,2,1,21,21,21,21,2

y

f

x

f
fy

y

f

x

f
Df  

→ ( )  431,2 =Df  

Entonces: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

    ( ) ( )















==








=

===

2,12,1310
01

12
.43

2,1.1,22,1.2,12,1

y

h

x

h

gDDfgDgDfDh

 

Por lo tanto: 

( ) ( )3,102,1 =h  

( ) ( )( )

:

:

: ,

n

m n

m

f U

g W U

h W tal que h x f g x

 →

 → 

 → =

R R

R R

R R
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CAMBIO DE VARIABLES 

El cambio de variable/s es una técnica que se suele utilizar para facilitar la 
resolución de cálculos. Mediante este procedimiento se cambian, valga la 
redundancia, las variables. 

Muchas veces sucede que trabajamos con una superficie que, en 
coordenadas cartesianas, la ecuación tiene alguna raíz cuadrada, por 
ejemplo, que, en cilíndricas es mucho más simple de integrar. También 
puede darse el caso en que la zona de integración representaría una suma 
de integrales y que, con un cambio de variables, como podría ser una 
rotación, se haría mucho más simple.  

TEOREMA DE CAMBIO DE VARIABLE 

En el libro de Marsden Tromba se puede encontrar una explicación más 
teórica. Aquí resumo su aplicación. 

Si tenemos dos regiones D y D* en el plano y una función T biyectiva que 
transforma a cada punto de D en uno de D*, entonces, en cualquier función 
integrable :f D→R , se tiene que: 

( ) ( )( )
( )
( )

,
( , ) ,, , ,

*

x y
f dxdy f du dvx y x yu v u v u vD D


= 


 

En todos los casos en que se hace un cambio de variables, debe 
considerarse que existe una proporción en el cambio dado. A esa 
proporción se la llama jacobiano. 

JACOBIANO 

Es el determinante de una matriz jacobiana. En el caso de cambio de 
variables, esa matriz está dada por las derivadas de la función T elegida.  

( )

( )

,

,

x y
J

u v


=


 



A veces, según cómo elijamos el cambio de variables, quizás resulta más 
cómodo o más simple hallar la matriz jacobiana de D* a D. Para ese caso, es 
importante recordar que: 

( )

( ) ( )
( )

, 1

, ,

,

x y

u v u v

x y


=

 



 

Como mnemotécnica para recordar si es 
( )

( )

,

,

x y

u v




o 

( ),

,

u v

x y




 el Jacobiano 

que necesito utilizar, uso que es “derivar variables viejas con respecto a las 
nuevas” 

 
EXPLICACIÓN GRÁFICA DEL JACOBIANO 

 

 

 

Es claramente visible que D y D* no tienen la misma área. Esa diferencia de 

área se corrige con el JACOBIANO.  
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Para ese ejemplo:  

( )

( )

( )  

( )

( )

: *

2 2
, 2 ,2

( , ) ( , ) ( , ) 2
2

1 0' ', 12

' ' 1, 40
2

221 , ,
( , ) ( , ) ( , ) 22 2

2

' ' 2 0,

' ' 0 2,

T D D

uxu x
T u v x y

x y x y x y v y vy

x u x vx y
J J
T Ty u y vu v

ux u xu v
T x y

u v u v u v v v yy

x u x vx y
J
T y u y vu v

→

 ==  
= = → → →  

=    =



→ = = = = =



 = =  − = = → → →    
=     =




→ = = =


4

1
J

T
= =

− 
  

 

Tal como se puede observar, estos resultados de |JT| y |J(T-1)| tienen 

correlato con el gráfico, pues si se necesita integrar algo en D pero se 

realiza un cambio de variable y se trabaja en D*, el valor obtenido deberá 

dividirse por cuatro ya que el área de D* es cuatro veces la de D. Algo 

similar ocurre si se pasa de D* a D. 
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EJERCICIOS 
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61. Calcular ( ) ( ) +−
D

dydxyxsenyx .22 22
, D descripto por 

( ) ( )2 2 3y x x y   −  −    +   

Es conveniente hacer un cambio de variables. Para eso, utilizo el teorema 

de cambio de variables. 





+=

−=

yxv

yxu

2

2
 

 −→−−→−− uyxxy

u
22  

 332 →+ vyx

v
 

 
Jacobiano: 
 

( , ) 1 1 1 1 ( , )

2 1( , ) 4 ( , )( , )

( , ) 2 1

x y x y

u uu v u vu v

x yx y

v v

x y

 
= = = = =

  − 

 

 

 

 

Calculo la integral: 
 

( ) ( )


( )



( ) ( )  ( )

( ) I
vsenv

dvvsen

dvvsendv
u

u
vsen

u

dvduvsenudydxyxsenyxI

jacobiano

VC

D

===







−==

=−−=
−=

=
=

==+−=





  −

6
.

6

3

4

)2(

26
.

12

2

.
3.4

1
..

34

1

.
4

1
..22

433
3

23

3
2

2

33
3

2
3

3
22

..

22

3






































  

  

I=
6

4  



62. Siendo ( ) 2, : 2 , 4 , 0D x y x y x x y yxy =    + +  R , calcule 

( )2 .
XYD

y x dx dy−   aplicando el cambio de variables definido por 

( ) ( ), ,x y v u v= −  

 

1 1( , )
1

0 1( , )

x x

x v u x y u v
J J

y v y yu v

u v

 

= − −   
→ = = = = =

=  

 

 

Analizo las formas de Dxy y Dxy*: 
 

0

2 2 2

4 4 2
2

0 0

x y v u v u

y x v v u u

u
x y v u v v

y v

 → −  → 


 + →  − + → 



+  → − +  →  +


 → 
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Calculo la integral: 
 

( ) ( )( )
. .

*

2
2 2 2 2

2

0 0 0 0

3
2

2 . 2 .

4
2 2 2 . 2 .

2 2

2 32
2

03 3

XY XY

C V

D D

u

I y x dx dy v v u du dv

u u u
u dv du u du du

u
u I

+

= − = − − =

+ 
= = + = = 

 

= + = =

 

     

  32

3
I =

 



 
( )( )

2
4 2cos

0 0
r sen dr d


   

63. Dada la siguiente integral en coordenadas polares: 

( )( )
2

4 2cos

0 0
r sen dr d


     

Expresarla en coordenadas cartesianas y calcularla.  

Como está plan.++teado en coordenadas polares, escribo su equivalencia: 

( )

( )

.cos

.

x r

v r sen





=


=

 

 
 
 
 

Analizo los límites de las variables: 

2
0

cos( )
r


   → 

.cos( )2
0.cos( ) .cos( ) .cos( ) 0 2

cos( )

x rr x  


=  ⎯⎯⎯⎯→    

0
4


        →                               →   0 y x   

 

Jacobiano: 

En este ejercicio hay que pasar de dr dѲ a dx dy, por lo que el 

jacobiano es 1/r 

Calculo la integral dada: 

( )( ) ( )( )

( )

2 2
4 42cos cos

0 0 0 0

.. . 2 3
2 2 2

2

0 0 0 0

. . .

21 1 1 4
. . .

0 02 2 2 3 3

jacobiano
r senC V

x

I r sen dr d r r sen dr d

xy x
r y dy dx dx x dx I

r

 
 



   = = =

= = = = = =

   

   

 

 

0
4


 

2
0

cos( )
r


 

4

3
I = 
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Capítulo VI:  

 

INTEGRAL DE SUPERFICIE 
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INTEGRAL DE SUPERFICIE 

Este libro está pensado para quienes estén cursando o hayan cursado la 
materia. Dado que no se pretende reemplazar las clases, se presuponen 
ciertos conocimientos previos, como conocer lo que representa una integral 
simple. Muy resumidamente, lo único que voy a recordar con respecto a 
eso es que representan la suma de infinitos puntos. 

En las integrales dobles se suman infinitos puntos que varían en dos 
direcciones. 

En este capítulo vamos a ver integrales de superficies, que es una integral 
doble que se utiliza cuando trabajamos con, valga la redundancia, una 
superficie. Puede ser hallar áreas o el valor del flujo de un campo vectorial a 
través de una superficie. 

Para usar este tipo de integrales, lo que se hace es parametrizar la 
superficie (sobre la que vamos a trabajar), en una función de dos variables. 
O sea, pasar de una superficie de 3 variables a una función vectorial de 2 
variables, ya que una de esas variables es dependiente de las otras dos. 

Ejemplo: 

Sea 






=+

1
:

22

z

zyx
S  

Tiene tres variables, la “paso” a una función de dos: 

( )22
),( ,, yxyxyx +=  

Para analizar los límites de integración, observo las ecuaciones: 

1
1

: 22

22

+→






=+
yx

z

zyx
S    →   disco radio 1 centro en el origen 

➔ 22 1111 xyxx −−−−  

Ese disco es la proyección de S en el plano xy. 

Una parametrización puede ser: 

( )22
),( ,, yxyxyx +=

 
con 22 1111 xyxx −−−−  



Para hallar el área de S calculamos: 

 ==
DS

dydxNdsSárea .  
 

donde N es la normal de la parametrización que se obtiene del 
producto vectorial de las derivadas de la parametrización: 

 

( )

( )
( ) 1441,2,2''

2,0,1'

2,1,0'
22 ++=→−==→

=

=
yxNyxxXyN

xx

yy






 

Para hallar el área de S calculamos:
 

( )  −

−

−−
++===

1

1

1

1

22
2

2
.144.

x

xDS
dydxyxdydxNdsSárea

 
 

queda “feo” para integrar…. Conviene hacer un cambio de variable: 

( )2 24 1

. .
2 2

2

0 0

2 1 2 1
2 2

0 0 0 0

3 3 3
2 2

2

0 0

3

. . 4 1 .

1 1
. 4 . 2 . .

4 4

11 1 2 1 1
2 1

03 4 3 4 4

2 5

3 4

x y

jacobianoC V

S D
área S ds N dx dy r r dr dt

r r dr dt r r dr dt

r dt dt



 

 

+ +

= = = + =

 
= + = + = 

 

   
        = + = + − =     

        
   

 
=  

 

   

   

 

3
2 2

0 0

1 2 5 5 1 1 5 5 4

4 3 8 8 8 3
dt dt

       − +  − = − =               
 
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4

8
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Otra parametrización de S puede ser: 

( ) ( )( )2
),( ,.,cos. rtsenrtrtr =

 
con 2010  tr  

Para hallar el área de S calculamos: 

 ==
DS

dtdrNdsSárea .  
 

Hallo N: 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )


1414cos4

,.2,cos.2''
2,,cos'

0,cos.,.'

2

0

222

1

224

22

+=+=++=→

−==→
=

−=



rrrrrtsentrN

rtsenrtrrXtN
rtsentr

trtsenrt

r

  






 

  

( )
2 1

2

0 0

2 1 2 1
2 2

0 0 0 0

3 3 3
2 2

2

0 0

3

. 4 1 .

1 1
4 . 2 .

4 4

11 1 2 1 1
2 1

03 4 3 4 4

2 5 1

3 4 4

S D
área S ds N dx dy r r dr dt

r r dr dt r r dr dt

r dt dt



 

 

= = = + =

      
= + = + =               

   
        = + = + − =     

        
   

   
= −  

  

   

   

 

3
2 2

0 0

2 5 5 1 1 5 5 4

3 8 8 8 3
dt dt

       − +
  = − =             

 

  

3

4

8

551 












 +−
=Sárea  



JACOBIANO: ¿SÍ O NO? 

Como vimos en el ejemplo anterior, por dos parametrizaciones distintas 
sobre la misma superficie, obtenemos el mismo resultado, y que ya desde la 
mitad de las cuentas nos da el mismo resultado. Lo que es importante 
observar es que cuando hice la parametrización en cartesianas (la primera), 
quedaba feo para integrar entonces tuve que hacer un cambio de variable y 
usé el jacobiano, mientras que para la segunda (hecha en coordenadas 
cilíndricas) no se usó pues se partió de una parametrización “favorable” o 
más adecuada.  

Resulta que, muchas veces, partimos de una parametrización en cartesianas 
(en forma mental) y luego escribimos en papel una con otras coordenadas y 
nos parece que no hacemos un cambio de variables. Por eso es muy 
importante hacer paso a paso cada ejercicio, partiendo desde la definición.  

Pasar de ds  a dx dy (o du dv o dr dt ) es un cambio de diferencial, NO un 

cambio de variables. Como no es cambio de variable entonces NO va el 
jacobiano. 

Pasar de dx dy  a dr dt (por ejemplo) es un cambio de variables, por lo 

tanto VA el jacobiano. 

Muchas veces dan, como superficie, un plano y tendemos a hallar la normal 
como aprendimos en el CBC (o en análisis 1). Esa NO es la normal que 
tenemos que utilizar pues no surge de la parametrización. Esa normal que 
hallamos mentalmente es como consecuencia de una parametrización en 
coordenadas cartesianas. Por eso recomiendo escribir la parametrización, 
derivar y hallar la normal con el producto vectorial para así evitar posibles 
errores. 
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64. Sea 
2D  R una región de área 4. . ( ) D0,0  Hallar el área de la 

superficie S de ecuación 2231 yxz ++= , con (x,y) Є D  

Sea ST la superficie que contiene a S. 

Analizo la forma de ST: 

2231 yxz ++=  

Semicono positivo con  

Vértice en (0,0,1) 

Parametrizo ST: 

( )

( )

( )
( )

2

02 2

10

.cos( )

. ( )

1 3 1 3

( , ) .cos( ) , . ( ) , 1 3 ; 0 2

' cos( ) , ( ) , 3
3 cos( ) , 3 ( ) ,

' . ( ) , .cos( ) , 0

r

r

N r

x r t

y r sen t

z x y z r

r t r t r sen t r r t

r t sen t
N r t rsen t r

t r sen t r t

 









=

=


=

= + + ⎯⎯→ = +

= +   

=
→ = −

= −

R
 

S cumple la ecuación de ST , siendo D la proyección en el plano xy y es de 
área 4 

   =====
D D

Ddeárea

DS
S dtdrrdtdrrdtdrNdsA 104..10..10..


 

 

  104=SA



65. Calcular el área de la porción de casquete esférico x2+y2+z2=R2, 

Rz
R

2

2

2
  

Sea S la superficie del enunciado. 

Analizo la forma de S: 




















==
→

→=++

Rzy
R

zdeplanos

losentreesferadepuntos

Rz
R

centroRradioesferaRzyx

2

2

2
2

2

2

)0,0,0(2222

 

 

 

 

 

 

Parametrizo la superficie en coordenadas esféricas: 

( ) ( ) senRNRsenRsensenR 2)cos(),()(),cos()(.),( =→=  

El valor del radio es constante=R y el de θ varía entre 0 y 2π. Ahora voy a 
averiguar entre qué valores se mueve el parámetro ϕ. Para eso, voy a hallar 

las intersecciones de la esfera con los planos dados. 
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( )
4

1

2

2

2

2

2
;

2

2
.

22

2

22

2

11

2
22

2
2

222

2

222222


 =→===→==













→=+=

=++→=













++→=++

R

R

a

b
tgRa

R
b

R
radiocirc

R
yxRz

R
R

yxRRyxRzyx

( )
3

3

2

2

3

2
;

2

3

2

3
.

4

3

2

42

22

2
22

2
2

222

2

222222


 =→===→==













→=+=

=++→=







++→=++

R

R

c

d
tg

R
cRd

Rradiocirc
R

yx
R

z

R
R

yxR
R

yxRzyx

 

Entonces: 
34

;20





    

Calculo el área:  

( ) ( )    +−=












 +−
===

S
S RdRddsenRdsA









2

0

3

4

2

0

222 21
2

21
.

 

  ( )212 +−== RAS



66. La superficie de ecuación 2 26 6 10z y yx y= + − +  tiene tres puntos 

donde el plano tangente es paralelo al plano xy, calcule el área del 
triángulo que tiene a dichos puntos como vértices.  

Sean 
( ),

z f
x y

= y S el triángulo del enunciado. 

Hallo los puntos (x,y) tales que: 
( )

( )0,0
,

f
x y

 =  

( )

( )

(1)

2

, 12 0 0 0

, 2 6 6 0 (2)

f
x y xy x y

x

f
x y y x

y


= = ⎯⎯→ =  =




 = + − =


 

 

De (2):  Si ( )10 2 6 3 0,3x y y PC= → = → = → =  

Si ( ) ( )2

2 30 6 6 1 1 1,0 , 1,0y x x x PC PC= → = → =  = − → = = −  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

3

10,3

21,0

31,0

1 0,3,1

10 1,0,10

10 1,0,10

PC

PC

PC

f f V

f f V

f f V
−

= = → =

= = → =

= = → = −

 

Es un triángulo isósceles: 
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• base=
2 3 2V V b− = =  

• altura=h= ( ) 2 2 2

10,0,10 0 3 9 3 10V h− = + + = =  

Por lo tanto: 

* 2*3 10
3 10

2 2

b h
área = = =  

3 10Sárea =  

 

Ahora lo vamos a verificar con Integral de Superficie: 

Para eso, observamos los puntos críticos hallados, pues serán los vértices 

de la proyección de la superficie dada en el plano xy. 

Hallo la ecuación del plano que contiene al triángulo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 3 1,3, 9 2,0,0 0, 18, 6SN V V V V= −  − = −  = − −  

Tomo un submútiplo: NS=(0,3,1)  

Una ecuación del plano es: 3y + z = 10  →  z = 10 – 3y 

Parametrización: 

( ) ( ) ( ),
: , ,10 3 0,3,1 10S Sx y

S x y y N N = − → = → =  

3

. . 10. . 10 . 3 10S
S D D D

área de D

A ds N dr dt dx dy dx dy

=

= = = = =     

3 10Sárea =   
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Capítulo VII:  

 

FLUJO 

 

 

 

 

 

 

 

En este capítulo veremos ejercicios de Flujo en superficies de ℝ3 
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FLUJO  a través de superficies 

 

Sea  S  una superficie (en ℝ3) y  δ(r,t) una parametrización de S , para calcular 

el flujo de F  sobre  S  tenemos que: 

( )
( )

 ==
),(

),(

''

''
....

tr
tr

tr
tr

SS
ds

x

x
FdsnFsdF







 

Es necesario tener en cuenta el sentido de la normal, ya que el flujo se 
calcula sobre uno de los lados de la superficie. 

Por ejemplo, en el paraboloide que muestro en la figura siguiente, se 
pueden observar dos normales graficadas: 

 

 

 

 

 

Con N1 calculo el flujo sobre la superficie de “afuera” del paraboloide, 
mientras que con la N2 lo calculo sobre la de “adentro”. 

En la mayoría de los ejercicios en los que piden calcular el flujo de 𝐹̅ a 
través de una superficie, apuntan a que utilicemos el teorema de Gauss (o 
de la divergencia). O sea, a través de una superficie frontera de un sólido. 
Pero a veces ocurre que piden calcularlo a través de una superficie abierta, 
entonces calculamos (generalmente) el flujo a través de una superficie 
cerrada (frontera de un sólido) y le descontamos el valor del flujo que  
hallaremos sobre la “tapa” que agregamos. Ese valor lo hallamos usando la 
“formulita” que escribí arriba. 



Como estamos trabajando con una superficie, lo que hacemos es utilizar 
una integral de superficie. El integrando es un campo vectorial cuyo 
diferencial es 𝑑𝑠̅. Para poder trabajarla como una integral de superficie que 
vimos en el capítulo anterior, lo que se hace es un cambio de diferencial 
pasándolo a 𝑑𝑠. 
Para realizar el cambio de diferencial 𝑑𝑠̅ a 𝑑𝑠, tenemos que tener en cuenta 
que: 

𝑑𝑠̅ = 𝑁̆𝑑𝑠 

donde 𝑁̆ es la normal unitaria de la parametrización de la superficie que 
estamos estudiando. 

Esta normal  se halla calculando el producto vectorial de las derivadas de la 
parametrización en cada una de sus variables. 

Luego, para trabajar en la proyección, hacemos otro cambio de diferencial 
de 𝑑𝑠 a 𝑑𝑥𝑑𝑦 (𝑜 𝑑𝑢 𝑑𝑣 𝑜 𝑑𝑟 𝑑𝑡) que son las variables de la 
parametrización. 

Para realizar este cambio, tenemos que recordar que existe una proporción 
entre ambas y también está relacionada con la parametrización: la norma 
de la normal de la parametrización adoptada. 

𝑑𝑠 = ‖𝑁‖𝑑𝑥𝑑𝑦 

Es por esto que, en algunos ejercicios hechos en clases, no se estaría 
usando la normal unitaria. Pero en realidad sí se hace, solo que se hacen 
dos pasos en uno solo: 

𝑑𝑠̅ = 𝑁̆𝑑𝑠 =
𝑁

‖𝑁‖
𝑑𝑠    y   𝑑𝑠 = ‖𝑁‖𝑑𝑥 𝑑𝑦  

Entonces: 

𝑑𝑠̅ = 𝑁̆𝑑𝑠 =
𝑁

‖𝑁‖
𝑑𝑠 =

𝑁

‖𝑁‖
‖𝑁‖𝑑𝑥 𝑑𝑦⏞      

𝑑𝑠

= 𝑁 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑑𝑠̅ 

Resumiendo:  

• Si se pasa de 𝑑𝑠̅ a 𝑑𝑠, la Normal es unitaria y se escribe unitaria. 

• Si se pasa de 𝑑𝑠̅ a 𝑑𝑥 𝑑𝑦 (o 𝑑𝑟 𝑑𝑡 o 𝑑𝑢 𝑑𝑣), la Normal no se escribe 
unitaria (ya que se divide y multiplica por la norma) 

Pero SIEMPRE la normal que se utiliza es la de la parametrización. 
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67. Sea 3S  R  una porción de la superficie de ecuación 

32,222 += zyxz  , cuya área es 1. Calcular el flujo del campo 














−

++
= 3,

2
,

2

2222
),,(

yx

y

yx

x
F zyx


  a través de S, 

considerando la normal de componenente z negativa. 

Sea ST la superficie del enunciado y S una porción de ST. 

Analizo la forma de ST: 









==
→

+=⎯⎯→⎯+= 

32
32

222222

zyzplanoslos

entresemiconodelpuntos
z

yxzyxz Z

 

Parametrizo la superficie ST: 

 

 

 
Calculo el flujo de        sobre S: 

 

  

F


 =
S

sdF
2

5
.

( )



( )

( )( )



 





 

===













++=

=−−=

=
−









−=

===

=

SS

SdeÁREA

S

S

S

S S

n

S

sdFdsdstsent

dstsenttsent

ds
r

rtsenrtr

r

tsenr

r

tr

ds
N

N
trFdsnFsdF

.
2

5

2

5
3)(.2)(cos.2

2

1

1),(),cos(.3),(.2),cos(.2
2

1

2.

),(.),cos(.
.3,

)(..2
,

)cos(..2

).,(...

1

5

2

22

  

  







( ) ( )rtsenrtrtr ),(.),cos(., =
  



−=→ 00 rzr

( )

( )
( ) rNrtsenrtrN

trtsenrt

tsentr
.2),(.),cos(.

0),cos(.),(.'

1),(),cos('
=→−=→

−=

=







68. Sea Σ la superficie de ecuación  02)2ln(2 =−−+++ − yxeyz xz . 

Sea S la porción del plano tangente a Σ en el punto (2,1,1) perteneciente al 
primer octante. 

Calcular el flujo del campo ( )2,,),,(
2
3 −++−= zyyxyzyxf  a través 

de S, indicando en un gráfico el sentido de la normal utilizada. 
 

Sea 3 2: / ( , , ) ln( 2) 2xzg D g x y z yz e x y− → = + + + − −R R . 

La superficie Σ es el conjunto de nivel 0 de g(x,y,z). La Normal a Σ es 
proporcional al gradiente de g en el mismo punto. En este ejercicio la 
proporción es irrelevante, pues sólo interesa saber la dirección del 
gradiente para hallar la ecuación del plano tangente. 
 
Por lo tanto, busco el gradiente de g: 
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Sea π el plano tangente a Σ en el punto P:   

π: NΣ . (x,y,z)=d, donde d=NΣ.P  →  d = (2,2,3) . (2,1,1) = 9, por lo 

tanto: 

  π: 2x + 2y + 3z =  9 .  

 

Como S es la porción de π perteneciente al primer octante, para dibujarlo 

busco las intersecciones de este plano con x=0, y=0, z=0 
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en plano yz: y=(9-3z)/2 ; en plano xz: x=(9-3z)/2;en plano xy: y=(9-2X)/2  

La superficie S está dada por la ecuación de π, por 

lo que z =3–2/3.x – 2/3.y 

 

Analizo su proyección 

 sobre el plano xy:   →  

 

 

Para calcular el flujo conviene parametrizar la superficie S (cuya Normal es 

(2,2,3)): 
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69. Sean la superficie ( ) 3 2 2, , : 9 ; 3 6R x y z x y z=  + =  R y el 

campo vectorial  ( )yz

zyx ezyxF .,,),,( =


. Hallar el flujo de F


  a 

través de R indicando en un gráfico el sentido de normal elegida. 

Analizo la forma de R: 
 

  

 
 
 
 
 
 
Parametrizo a R en coordenadas cilíndricas: 
              D: Proyección deR en xy 
 
 
 
 
 
 
 
Calculo el flujo: 
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70. Hallar el flujo del campo ( )22222

),,( 9,3, zxxyzxzF zyx +++=


 a 

través de la porción del plano z = 3x  con  z ≥ x2 + y2  

Analizo la forma de la porción del plano del enunciado: 

Llamo S a esa porción 
➔ plano -3x+z=0 

➔ Puntos que quedan adentro  

del paraboloide 

S está formado por todos los puntos  

del plano z = 3x que quedan adentro del paraboloide. 

 

 

 

 

 

 

Calculo el flujo sobre la superficie S: 

Parametrizo el plano donde está contenida S: 
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Teorema de GAUSS (o de la divergencia) 

En esta sección encontrarán ejercicios donde piden calcular el flujo 
sobre superficies en ℝ3.  

Antes de utilizar este teorema se necesita verificar que se cumplen 
las hipótesis: 

✓ W es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie S 

✓ S es una superficie orientada al exterior 
 

✓ ( )1 3
( , , ) ,x y zF C W W  R  siendo ( )

),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  

Esta última hipótesis se tiene que demostrar a través de datos del 
enunciado. Puede ser que digan que F es C1 directamente, o hay que aclarar 
que las componentes son C1 como mínimo. Esto se suele aclarar diciendo 
que son “suma algebraica de funciones elementales” y entonces son C 
infinito, por lo tanto son C1. 

Una vez verificadas que se cumplen las hipótesis, se puede decir que: 
 

 =
WS

dVolFdivsdF ..  

),,(),,(),,(. zyx
z

R
zyx

y

Q
zyx

x

P
Fdiv




+




+




=  

A veces ocurre que la divergencia arroja un número real. Esto nos 
está diciendo que el flujo sobre la superficie frontera de un sólido es 
proporcional al volumen. Saber esto ayuda, a veces, cuando tenemos un 
sólido desplazado del origen. Como el volumen es el mismo sin importar el 
desplazamiento, podemos recurrir a calcular su valor con formulitas 
conocidas (en el caso de un cubo o de un cilindro u otro sólido)  o integrarla 
refiriéndola al origen de coordenadas. 
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71. Calcular el flujo del campo ( )zyxyezxF z

zyx 3,2),cos(2

),,( +−+=


 a 

través de la superficie frontera del cuerpo 

( ) ( ) 23 2 2, , : 1 4; 0Q x y z x y z z=  + + +  R  considerando la normal 

saliente. 

Analizo la forma de Q: 

  

 
 
 
 
Proyección en el plano xy → z=0:

 
 

x2 + y2 + (0+1)2 = 4  → X2 + y2 = 3   

→ circ. radio 3   

con centro en el origen    
 
Hallo los extremos de variación del parámetro z: 
 
 
Analizo las hipótesis de Gauss: 

Sea S = δQ . Q es una región de ℝ 3 . S, frontera de Q , es una superficie 
orientada al exterior. 

Sea ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF = , P, Q y R son suma algebraicas de 

funciones elementales (polinomios, exponenciales y trigonométricas), por 

lo tanto P, Q y R Є C∞  → ( ) ( )3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R  

Se cumplen, por lo tanto:   =
QS

dVolFdivsdF ..  

FdivyxzRyQxPFdiv .3322'''. ==+−=++=  
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72. Sea ( )zhyhxF yxyxzyx 2,,3 ),(),(),,( −+−=


 con h Є C1  (ℝ 2). Si 

( )yxyxh yx ++= ,2),(  calcular el flujo de F


 a través de la porción 

del paraboloide z = 10 – x2 – y2 , z ≥ 1 indicando en un gráfico la 
orientación elegida para la superficie. 

Sean: S la porción del paraboloide definida en el enunciado 
S1 el disco de radio 3 dentrado en (0,0,1), contenido en el plano z=1 
ST = S U S1 

W el sólido contenido por ST 

Analizo la forma de W: 

  z ≤ 10 – x2 – y2 → paraboloide invertido 
 vértice (0,0,10) 

  z ≥ 1 → puntos del araboloide “arriba” 
 del plano z=1 

Proyección de S en xy: 
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Verifico las hipótesis del Teorema de Gauss: 

✓ W es una región de R3 cuya frontera es la superficie ST 
✓ ST es una superficie orientada al exterior 

✓ ( )1 3
( , , ) ,x y zF C W W  R  siendo ( )RQPF ,,= , donde P, Q y R 

son suma algebraicas de polinomios y funciones C1   

Se cumplen, por lo tanto:  
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Calculo el flujo sobre ST: 
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Ahora calculo el flujo sobre S1: 

El disco está contenido en el plano z=1, por lo tanto NS1=(0,0,-1), pues 
“apunta” hacia abajo. 
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Entonces: 
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73. Sea 0 < a < 4 y 
3S  R  la superficie descripta por x2 + z2 = 25 con a 

≤y≤4. Determinar a sabiendo que el flujo delcampo 

( )22

),,( 4,1,22 yzyxF zyx −+=


 a través de S, orientada de 

manera que su vector normal en cada punto se aleja del eje del cilindro, 
es 300π.  

Analizo la forma de S: 
 
 
  
 
 

 
 
 
 

 
 
Sean: Sa y S4 los discos radio 5 con centro en (0,a,0) y (0,4,0), contenidos 
en los planos y=a e y=4, respectivamente. 

ST = Sa U S U S4 y W el sólido encerrado por ST. 

Verifico las hipótesis del Teorema de Gauss: 

✓ W es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie ST 
✓ ST es una superficie orientada al exterior 

✓ ( )1 3,F C W W  R  siendo ( )RQPF ,,= , donde P, Q y R son 

suma algebraicas de polinomios → ( ) ( )3 1 3F C F C → R R  

Se cumplen, por lo tanto:  
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= → El flujo es 

proporcional al volumen: Vol W = π.r2.h = π.52.(4 – a) → Vol W = π(100-25a) 
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Calculo el flujo sobre los discos Sa y S4: 

Sa: 
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74. Sea la superficie  
Hallar el flujo del campo        
a través de ∑. Indicar en un gráfico el sentido de la normal utilizada 
 
Analizo la forma de ∑: 

➔ paraboloide centrado en el eje Y 

➔ puntos a la derecha del plano y=0 

➔ puntos a la izquierda del plano y=4 

 

 

 

 

 

 

Para calcular el flujo analizo si se cumplen las hipótesis del Teorema de 
Gauss (o de la divergencia). 
Para eso “cierro” la superficie ∑ con una tapa (un disco de radio máximo 2 
centrado en (0,4,0)) que la voy a llamar D para formar la frontera del 
cuerpo W. 

I) Sea ( ) ( )3.

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , )
, , ;x y z x y z x y zx y z

f P Q R f C=  R , pues P, Q y R son 

sumas algebraicas de funciones elementales (polinomios, 

exponenciales y trigonométricas) → f  ε C1 (ℝ 3)  √ 

II)  Sea S = ∑ U D  la superficie frontera de W, una superficie orientada 
hacia el exterior. 

III) W es una región en ℝ 3 contenida por la superficie S.  √ 
 

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto:  =
WS

dVolfdivsdf ..  

( )yy zeysenzyxxezyxf 3,)(,)cos(3),,( +−−=
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 −=→+=
 DSDS

sdfsdfsdfsdfsdfsdf ......  

fdiveyyezRxQxPfdiv yy .03)cos()cos(3'''. ==++−−=++=  

Calculo el flujo sobre el disco D: 

Como es un disco sobre el plano y=4, conviene pasarlo a coordenadas 
cilíndricas: 

 

 

 

 

Como r ≥ 0, entonces N queda saliente de W 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Por lo tanto: 
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scilíndricaCoord



75. Sea el sólido cuya frontera en coordenadas cilíndricas es r2 + z = 9, z =0, 
r=2.cos(t) 
 

a) Calcular el volumen del sólido 
 
Sean W el sólido del enunciado y S su superficie frontera. 
La opción que voy a desarrollar es considerando el cilindro interior. Otra 
opción sería tratar el volumen como el espacio que ocupa entre el cilindro y 
el paraboloide, con z ≥0. 
 
Analizo la forma de W: 
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Cilindro “corrido” con eje (1,0,z), radio 1 

Proyección de S en el plano xy: 
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b) Si se necesita que el flujo a través de las paredes del sólido, orientado 
con normales salientes valga el doble de su volumen, determinar qué 
campo se puede usar para poder lograrlo. 

 

Como W es una región de ℝ 3 cuya frontera S, orientada con normales 

salientes, si  ( ) ( )3 3 1 3.: , , , ;F F P Q R F C→ = R R R  puedo utilizar el 

teorema de Gauss para calcular el flujo. 


cumpleloFdivdVoldVolFdivsdF

W

pidese

WS
2.2.. =→==   

Defino una 1. CF    tal que 2'''. =++= zRxQxPFdiv  

Elijo ( )zxyzyxF 2,,),,( =   pues  

2200'''. =++=++= zRxQxPFdiv  

Por lo tanto, una solución puede ser: 

 

( )zxyzyxF 2,,),,( =  

 

  



76. Sea el cuerpo D definido por z ≤ x2 , x ≤ z2 , 0 ≤ y ≤ 3. Calcular el flujo del 

campo 𝑭⃗⃗  (x,y,z) = ( sen(yz) , 2y+z , ex y ) sobre la frontera de D excepto la 
cara contenida en el plano y=0 con sentido de la normal saliente del 
cuerpo D. 

 

Analizo la forma de D (la intersección de las superficies que lo envuelven): 

z =  x2 → z ≥  0 → cilindro parabólico (1) − 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑏𝑎
 

x =  z2 → z =  √𝑥 → cilindro parabólico (2) − 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜    
𝑦 = 0 → 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑧 ; 𝑦 = 3                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

Por los datos del enunciado conocemos los límtes de z y de y: 

𝟎 ≤ 𝒚 ≤ 𝟑         𝑦          𝒙𝟐 ≤ 𝒛 ≤ √𝒙 
Para hallar los límites de x busco las intersecciones de los cilindros 
parabólicos: 

 

{𝑧 = 𝑥
2

𝑥 = 𝑧2
   → 𝑥 = 𝑧2 = (𝑥2)2 = 𝑥4   →  𝑥 = 𝑥4    → 𝑥 = 0  ˅  𝑥 = 1      

𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏 
Sean:  A1 : la superficie de la frontera de D contenida en el plano y = 0 , 
 A2  : la superficie de la frontera de D sin A1 

 S : toda la superficie frontera de D → S =  A1 U A2 
 
Para calcular el flujo sobre A2 (que es la que piden en el enunciado) voy a 
analizar si se cumplen las hipótesis del Teorema de Gauss. De esta manera, 
calculo el flujo sobre S y le resto el de A1. 
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3 1 3( ) ( )F C F C  → R R

✓ D es una región compacta de ℝ 3 cuya frontera S está orientada hacia el 
exterior (ver normal dibujada en el gráfico) 

✓ ( )3 3 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ): , , , , ( )x y z x y z x y z x y zF con F P Q R P Q y R C → = R R R

pues son funciones elementales  

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto: 

 

 

 

 

Para calcular el flujo sobre la cara que tengo que descontar, parametrizo 
esa superficie. 
 

 

Calculo el flujo sobre A1: 
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3 1 3( ) ( )F C F C  → R R

77. Sea el campo escalar f(x,y,z) = 3y2. Calcular el flujo del 𝛁 f a través de la 
superficie frontera del sólido W= {(x,y,z) ε R3 : z2+ y2 ≤ 4 ; x ≥ 0 ; x + z ≤ 8}. 
Indicar en un gráfico el sentido de orientación utilizada para la normal a 
la superficie. 

 
Analizo la forma de W (la intersección de las superficies que lo envuelven): 

{
  z2 + 𝑦2 = 4 →  cilindro, radio 2 𝑐𝑜𝑛 𝑒𝑗𝑒 = 𝑒𝑗𝑒 ′𝑥′
𝑥 = 0   → 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑦𝑧                                                        
𝑥 + 𝑧 = 8 → 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥 = 8 − 𝑧   (𝑦 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒)                 

 

Dibujo  la intersección de esas superficies: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Por los datos del enunciado conocemos los límtes de x:    0 ≤  x ≤ 8 - z 

Sea     

Como piden calcular el flujo en un campo R3, voy a analizar si se cumplen las 
hipótesis necesarias para utilizar el Teorema de Gauss: 
Sea  S la superficie frontera de W  
 
✓ W es una región compacta de ℝ 3 cuya frontera S está orientada hacia 

el exterior (ver normal dibujada en el gráfico)  

✓ ( ) 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), , , , ( )x y z x y z x y z x y zF P Q R donde P Q y R C =  R pues 

son polinomios, 

 

)0,6,0(),,(),,( yfF zyxzyx ==

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Se cumplen las hipótesis, por lo tanto: 

 

Por la forma que tiene W conviene hacer un cambio de variables a 

cilíndricas: 

 

 

 

 

 

 

Entonces: 
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78. Sean los campos vectoriales ( )xyzyzxzyxf −−= 2,2,2),,(  y 

( )zkykxkzyxg 321 ,,),,( =   con k1, k2 y k3 Є R. Sean las superficies 

 Sean las superficies S1: x2 + (y-4)2 + z2 = 1  y  S2: x2 + (y+6)2 + z2 = ¼ 

Encontrar  k1, k2 y k3 de modo que los flujos exteriores de f  a través de 

S1 y de g   a través de S2 sean iguales y que el producto  k1.k2.k3 sea 

máximo local. 
 

Analizo las superficies: 
S1: x2 + (y-4)2 + z2 = 1  → esfera radio 1 centrada en (0,4,0) 
S2: x2 + (y+6)2 + z2 = ¼ → esfera radio ½ centrada en (0,-6,0) 
 
 
 
 
 
 
 
Sea W1 y W2 los sólidos contenidos por S1 y S2 respectivamente. 

✓ W1 y W2 son dos regiones de ℝ 3 cuyas fronteras son S1 y S2 están 
orientadas hacia el exterior. 

✓ f  y g están definidas en ℝ 3 → ℝ 3, C∞( ℝ 3) pues sus componentes son 

polinomios, por lo tanto ( ) ( )1 3 1 3,f C g C R R  

Se cumplen las hipótesis del Teorema de Gauss, por lo que: 

 ==
2211

....
WSWS

dVolgdivsdgydVolfdivsdf  

Hallo las divergencias: 

Sean  ( )321 ,, FFFf =  y  ( )321 ,,. GGGg =  
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Las dos divergencias son reales, por lo tanto, el flujo es proporcional al 
volumen. Al ser proporcional del volumen puedo “desplazar” las 
superficies, centrándolas y haciendo más fácil la parametrización y su 
integración, o puedo usar alguna “formulita” conocida para calcular el  
volumen. 
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Analizo el dato de que k1.k2.k3 sea máximo local. 

Sea ( )
 
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Busco los valores de a y b en los que se anula el gradiente 
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Ahora analizo si son máximos locales mediante el hessiano: 

 

 

 

 

Especializo en los P.C. hallados y observo en qué puntos H(a,b) > 0  y  
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Por lo tanto, los k1, k2 y k3 que cumplen lo pedido es 
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79. Sean ( ) 3 2 2 2, , : 2 8H x y z x y z y=  +   −R   y el campo vectorial 

( ) ( )1( , , ) ( ) , ( ) ,2 ( )f x y z g x z y g x z g x con g C= + + +  R  

Sabiendo que kzyxfdiv =),,(.  y que el flujo de f  a través de la 

superficie frontera de H orientada hacia el exterior de H es igual a 160π, 

determinar f  de manera que ( ) ( )1,1,10,0,0 =f . 

Analizo la forma de H (a través de la superficie frontera): 

➔ Paraboloide elíptico 

➔ Cilindro parabólico invertido 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sea S la superficie frontera de H, analizo si se cumplen las hipótesis del 
Teorema de Gauss 

I) Sea ( ) ( )3 3 1 3.

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , )
, , ; :x y z x y z x y zx y z

f P Q R f C= → R R R , pues 

P(x,y,z), Q(x,y,z) y R(x,y,z) son sumas algebraicas de funciones 

elementales y funciones C1 (ℝ), por enunciado, f  ε C1 (ℝ 3)  √ 

II)  S es una superficie orientada hacia el exterior. √ 
III) H es una región en ℝ 3 contenida por la superficie S.  √ 

 

Se verificaron las hipótesis, por lo tanto: 160.. == HS
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Por lo tanto, calculo el volumen para conocer el valor de k (para integrar 
paso a coordenadas cilíndricas) pues el flujo resulta ser proporcional al 
volumen 

Hallo la intersección de las superficies (cilindro parabólico y paraboloide 
elíptico) para analizar la región de integración. 

 

 

 

Coordenadas cilíndricas:  
  

 

 

 

 

 

Por lo tanto: 
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HVoldtdtdt
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


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Hallo el valor de k: 


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Entonces: 
  
 
 
Hallo las derivadas que participan en el cálculo de la divergencia: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Especializo en (0,0,0): 
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80. Sea el campo ( )2 2( , , ) , , ,f x y z a x ax b y by abz con a b= − − R  

Sea la región  3( , , ) : 0 1;0 1;0 1D x y z x y z=       R  

Hallar, si existen, los valores de a y b para que el flujo de   a través de la 
superficie frontera de D sea mínimo. Considerar la normal saliente al 
sólido D 
 
Analizo la forma de D: 

0 ≤ x ≤ 1   
0 ≤ y ≤ 1    → Es un cubo de lado 1, en el primer octante 
0 ≤ z ≤ 1  

 

 

 

 

 

 

 

Por la forma de D puede ser que para calcular el flujo de f  sobre la 

superficie pueda utilizar el Teorema de Gauss. Por lo tanto voy a verificar si 
se cumplen sus hipótesis: 

I) Sea ( ) ( )3.

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , )
, , ;x y z x y z x y zx y z

f P Q R f C=  R , pues P(x,y,z), 

Q(x,y,z) y R(x,y,z) son polinomios → f  ε C1 (ℝ 3)  √ 

II) Sea S la superficie frontera de D, una superficie orientada hacia el 
exterior. 

III) D es una región en ℝ 3 contenida por la superficie.  √ 
 
Se verificaron las hipótesis, por lo tanto:  =

DS
dVolfdivsdf ..
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Por lo tanto el flujo es proporcional al volumen (pues div.f resultó ser un 
escalar con una función que depende de las variables a y b). Entonces, para 
encontrar el mínimo valor del flujo alcanza con encontrar los a y b que 
hacen que el resultado de esa ecuación sea mínimo. 

Sea g(a,b) = a2 – a + b2 –b + ab, calculo sus mínimos (minimizando esa 
función). Para eso observo en qué puntos (a,b) el gradiente de g se anula:  










+−=→=+−=




+−=→=+−=




12012),(

12012),(

baabba
b

g

abbaba
a

g

 

( )
3

1

3

1
1241122 =→=→+−=++−−=→ abbbb  

Como es un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, el resultado es 
único. Ahora analizo si es un mínimo local mediante el hessiano: 

3
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


= 0),(03),(

2

2


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R
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Q
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P
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81. Sea ( )zyxxyF zyx 3,,2 2

),,( −=


. Si ∑ es la superficie x2 + y2 + z2 = a2 , 

determinar el calor de a Є R para que el flujo del campo F


 a través de 
∑ valga 32π, considerando el campo de vectores normales orientados 
hacia el exterior de la superficie. 

  
Por la ecuación dada, veo que ∑ es una esfera (sólo la superficie) centrada 

en el origen y de radio a. 

Voy a analizar si se cumplen las hipótesis del teorema de Gauss, para 

calcular el flujo de F


 sobre ∑. 

Sea W el sólido encerrado por ∑. 

✓ W es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie ∑ 

✓ ∑ es una superficie orientada al exterior 
 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  : como P, Q y R son polinomios → 

Є C∞ → ( )3F C R → ( ),31 CF  

Como se cumplen las hipótesis:  =
W

dVolFdivsdF ..  

FdivyyzRyQxPFdiv .3322'''. ==+−=++=  

 

 

2832.4 33 =→=→= aaa   
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.333. 3
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3

enunciadox
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esferala

devolumen

WW
a

a
dVoldVolsdF ===== 



2=a
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82. Hallar a>0 tal que el flujo  de ( )( , , ) 2 ,2 ,2x y zF x y z= con normal 

exterior a las superficies definidas por x + y + z = a, x = 0 , y = 0, z = 0 sea 
8. 

  
Sea W el sólido definido en el enunciado y S su 1 

superficie frontera. 

Analizo la forma de W: 

 

 

 

 

 

Voy a analizar si se cumplen las hipótesis del teorema de Gauss, para 

calcular el flujo de F


 a través de S. 

✓ W es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie S 

✓ S es una superficie suave orientada al exterior 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  : como P, Q y R son polinomios → 

Є C∞ → ( )3F C R → ( )1 3 ,F C R  

Como se cumplen las hipótesis: . .
S W
F ds div F dVol=   

. ' ' ' 2 2 2 6 .div F P x Q y R z div F= + + = + + = =  

 

 

03 8 2aa a= ⎯⎯⎯→ =  

 

2

3. 6 6 6. 8
3

a a

a
vol W

x enunciado

S W W

área base altura
F d s dVol dVol a




= = = = =  

2=a

plano inclinado

0

0 1 octante

0

x y z a

x

y

z

+ + = →


= 
 

= 
 = 



83. Sean ( )2 2 2 2

( , , ) , 3 ,x y zf y xz z yz x z= − − −  y el cuerpo D definido 

por 
2 22 , 2z x y z y +  + . Calcule el flujo de f a través de la 

frontera de D y, en  función del resultado obtenido y de cómo ha elegido 
orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o saliente de D. 
  
Sea S la supericie frontera de D. 

Analizo la forma de D: 

2 2

los puntos de adentro 

2 del semicono elíptico

vértice (0,0,0)

los puntos de abajo 
2

del plano z=y+2

z x y

z y

 


 + → 
 
 


  + → 
 

 

Analizo la proyección de D en el plano xy: 

Por la forma que tiene D, para hallar su proyección busco la intersección del 
semicono con el plano inclinado. 

2 22

2

z x y

z y

 = +
→

= +

( )

( )

2 2

22 2

2 2 2

22

2 2

2 2
 

2 4 4

2 8

x y y

x y y

x y y y

x y

 + = +

 + = +


+ = + +


+ − =

 

Entonces, la proyección en el plano xy es: ( )
22 2 8x y+ −   

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2

2 2

. 4
cos 2 8 8

.cos

. 2 2 2

r sen t
r t r sen t rsen t

x r t

y r sen t x y z y

z z +
+ + +

=


= + → +   +


=

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 2

0 8

cos 2 8 8 . 4

t

r

r t r sen t rsen t z r sen t

 

 

+ + +   +
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Voy a analizar si se cumplen las hipótesis del teorema de Gauss, para 

calcular el flujo de f  a través de S. 

✓ D es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie S 

✓ S es una superficie suave orientada al exterior 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  : como P, Q y R son polinomios → 

Є C∞ → ( )3F C R → ( )1 3 ,F C R  

Como se cumplen las hipótesis: . .
S D

f d s div f dVol=   

. ' ' ' 3 2 6 .div F P x Q y R z z z z z div f= + + = − − − = − =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

96 .
S
F ds− =   

La normal adoptada apunta hacia afuera del sólido. Como el valor hallado 

es negativo, entonces el flujo tiene el sentido contrario a la normal 

utilizada. Por lo tanto, el flujo es entrante.  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
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2 2 2 20 0

3 . 4 cos 2

cos 2 8 8 . 4
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0 0 0 0
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84. Sea 3 3:F →R R un campo C2 tal que el flujo de su rotor a través de la 

superficie descripta por 2 2 , 1x y z x= +   considerando la normal de 

componente x positiva es 2. Hallar el flujo del rotor de F a través de la 

superficie descripta por ( )
2 2 21 1, 1x y z x− + + =      , consideran 

la normal de componente x positiva. 
  
Sean  S1  la primera de las superficies del enunciado, 
 S2  la segunda de las superficies del enunciado, 
 ST = S1 U S2 y 

W  el cuerpo cuya frontera es ST   

8Analizo las forma de las superficies y de W: 

( )

2 2

1

2 2 2

2

paraboloide en eje x

los puntos del paraboloide

atrás del plano x=1

esfera r=1 

centro (1,0,0)

los puntos de la esfera

adelante del plano x=1

:
1

1 1

:

1

x y z

S
x

x y z

S

x

 = + →



 → 



 
− + + = → 




  →  

 

El dato del valor del flujo dado en el enunciado es con componente x>0 
para la superficie S1 pero, para resolver el ejercicio por el teorema de 
Gauss, se necesita que la normal sea saliente. Por lo tanto, la normal de S1 

necesito que sea con componente x<0  → 
1

2
S

Fds = −  

✓ W es una región de ℝ 3 cuya frontera es la superficie ST 
✓ ST es una superficie suave orientada al exterior 

✓ ( ) ( )2 3 1 3(por enunciado)  F C F C → R R  

Como se cumplen las hipótesis: . .
S W
F ds div F dVol=   

Como ( )2 3F C R → ( ). 0div rot F = → . 0
S
F ds =  

 
1 2 2

1 2

0 2

. . . . 2T
S S S S

S S S F ds F ds F ds F ds

−

=  → = + → =   
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Capítulo VIII:  

 

CIRCULACIONES 

 

 

 

 

 

 

 

 

En este capítulo veremos ejercicios de Circulaciones, 

tanto de R 2 como de R 3. 
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CIRCULACIONES sobre curvas 

Un campo vectorial representa la forma en que se distribuye una magnitud 

vectorial en el espacio. Asocia un vector a cada punto del espacio. Lo que 

en esta materia se llama circulación en Física se la conoce como trabajo ya 

que es el trabajo que ese campo vectorial realiza para mover una partícula 

a lo largo de la curva. 

Para entender el concepto de circulación, traigo el concepto expuesto por 

Marsden-Tromba en el libro Cálculo Vectorial en el que explica que piensa a 

“F como un campo de velocidad de un fluido”. Por eso importa el sentido en 

que se analiza la circulación. Para el caso planteado recién, no es lo mismo 

el agua que sube a un tanque que si bajase. De ahí que no es un tema trivial 

el signo de la circulación hallada. 

Para hallar el valor de la circulación se tiene en cuenta, como lo escribí en el 

párrafo anterior, punto inicial y punto final y se obtiene calculando la 

integral curvilínea de F a lo largo de C. 

Sea  C  una curva (en ℝ2 o ℝ 3) y  γ(t) una parametrización de C , para 

calcular la circulación de F  sobre  C  tenemos que: 

( ). . '( )( )( )F dl F t dttC t =   

Así se calcula la circulación por definición. Pero existen teoremas que 

facilitan el cálculo, siempre que se cumplan las hipótesis respectivas. La 

mayoría de los ejercicios en los que piden calcular la circulación de F 

(campo vectorial) sobre una curva, apunta a que utilicemos los teoremas de 

Stokes y/o Green (que es una particularidad del de Stokes). Pero a veces 

ocurre que piden calcularla en una curva NO cerrada, entonces calculamos 

(generalmente) la circulación sobre una curva cerrada y para esto 

agregamos otra más y así la cerramos… entonces calculamos la circulación 

sobre toda la curva y le restamos la que agregamos. Bueno, esa circulación 

la tenemos que calcular con la “formulita” de arriba. 



Además, es útil recordar que si A es el punto de inicio y B el final de la curva 

dada, tenemos que: 

. .
B A

A B
F dl F dl= −   

Para algunos ejercicios es práctico tener presente que si un campo vectorial 

es conservativo se tiene que: 

( ) ( )AB

B

A
ldF  −= .  

donde  ϕ es la función potencial de F . 

 

Antes de empezar con los ejercicios, voy a “resumir” algo: 

circulación en ℝ 2 → Green 

circulación en ℝ 3 → Stokes 

flujo del rotor  → Stokes 
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CAMPO CONSERVATIVO 

Muchas veces resulta conveniente utilizar las propiedades que tiene un 
campo conservativo.  
 
Para eso, hay que observar si se cumple: 

 

I) Dominio de f  es un abierto simplemente conexo:  

( ) 3dom f = R , o ( ) ( ) 3, , : 0; 0 .dom f x y z x y=   R , 

por ejemplo. También puede ser en R2. 

II) ( )1 3f C R : verificar que las componentes son funciones 

elementales o suma algebraica de ellas (trigonométricas, 
exponenciales, logarítmicas, polinómicas) 

  

III) Matriz jacobiana simétrica (Campo irrotacional) en R  3 

Sea ( )
),,(),,(),,( ,,),,( zyxzyxzyx RQPzyxf =  

Para que J sea simétrica se tiene que cumplir simultáneamente 

que: 

 

En R2: 

Sea ( )),,(),,( ,),( zyxzyx QPyxf =  

Para que J sea simétrica se tiene que cumplir que:

 

),(),( yx
y

P
yx

x

Q




=




 

 


















=








=








=





),,(),,(

),,(),,(

),,(),,(

zyx
z

Q
zyx

y

R

zyx
z

P
zyx

x

R

zyx
y

P
zyx

x

Q



Una vez que sabemos que un campo es conservativo, entonces tenemos 

ciertos datos implícitos muy útiles: 

• Si F  es un campo conservativo, entonces existe una función 

potencial   tal que 
),(),( yxyxF =  , sabiendo que C  va del punto 

A al B, tenemos que: 

 

)()(),(),( AB

B

A
yx

C
yx ldldF  −==   

 

• Si C es una curva cerrada, entonces: 

 

0),( =C yx ldF
 

 

• La circulación de  sobre una curva es independiente del camino. 

Por ejemplo: 

( ) ( ) ( )( )   ,0,,cos: = ttsentC
t  

Punto inicial A, punto final B. 

( ) ( ) ( ) ( )0,1;0,1
0

−====


 BA
 

y 

( ) ( )  1,1,0,: −−= ttL t
 

Punto inicial A, punto final B. 

( ) ( ) ( ) ( )0,1;0,1
0

−====


 BA
 

La curva C y el segmento L, tienen el mismo punto inicial y el mismo 

final. 

Si F  es un campo conservativo, tenemos que: 

 

 =
T

yx
C

yx ldFldF ),(),(
 

F
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85. Sean el campo vectorial ( )xyyyxyxF 6,34),( 22 −−=


y la curva simple T de 

ecuación paramétrica ( )
2

33 0,)(.3),(cos.3)( = ttsenttg orientada 

según la parametrización dada. Hallar la circulación de F


sobre T 

Analizo la forma de T: 

( ) 







=

2
,0,)(.3),(cos.3)( 33 

ttsenttg  

Trozo de circunferencia radio 3,  
centrada en el origen. 

Inicio = A = ( )0,3)0( =g ; final = B = ( )3,0)(
2
=g    

Analizo el campo vectorial:  

✓ ( )2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ): , , ( )x y x y x y x y x yF con F P Q donde P y Q C → = R R R

pues son polinomios 2 1 2( ) ( )F C F C→  → R R  

✓     (un conjunto abierto simplemente conexo) 

✓  








→=→






−=→−=

−=→−=

simétrica

Jacobiana

Matriz

PQ
yQxyyQ

yPyxP
YX

Xyx

Yyx
''

6'6

6'34

2

),(

2

),(  

Por lo expuesto,      es un campo conservativo, por lo que el cálculo de la 
circulación de un punto inicial A a un punto final B es independiente del 
camino que los une. 

Sea C el segmento que une los puntos A con B: 


 =
CT

voconservati
F

ldFldF ..  

  )3,3()(';
)3,0()1(

)0,3()0(
1,0;)3,33()(: −=

===

===
→−= t

Bfinal

Ainicio
ttttC 




  

 

 

 

2( )dom F = R

F


( ) ( ) ( ) ( )


( )( ) ( )





=−=+−+++−=

=−−−−−==

−−

T

ttttt

t
t

C

ldFdtttttt

dttttttdttFldF

.916216227813636

3,3.)33363,33334(.)('..

1

0

222

1

0

54549

2

27

2

1212

)(
)(

222




 

9. −=T ldF



( )xyxxzxyyz
zyx

RQPF ,3,.6,,),,( 2++=



















===






( )0,0,00. == FrotalirrotacionesF


86. Sea ( )3 3 2

( , , ): / . , 3 ,x y zF F yz k xy xz x xy→ = + +R R  

a) Hallar k de forma que F sea irrotacional. 

( ) 











−








−








−




=→=

y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
FrotRQPF zyxzyxzyxzyx ,,.,, ),,(),,(),,(),,(

 

( ) ( ) ( )0,0,06,0,06,,. =−=−−+−−= kxxkxzxzyyxxFrot


 
 
 

b) Mostrar que la circulación de F


  desde el punto (-3,2,0) hasta 

cualquier punto de la curva C ={(x,y,z) Є R 3 : z + 3x = 54 , xy = 8/9 , x > 0} 

es igual a -6, para el valor de k hallado en el item a).  

Piden hallar la circulación de A = (-3,2,0) a B, donde B es cualquier punto de 
la curva C. Entonces, parametrizo C (para conocer la forma de todos los 
puntos de esa curva) 
 

 

 

 

Analizo el campo vectorial: 

✓ Dom( F


) = R 3  → es un conjunto abierto y simplemente conexo 

✓ ( )3 3 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ): , , , , ( )x y z x y z x y z x y zF con F P Q R donde P Q y R C → = R R R por 

ser sumas algebraicas de polinomios → 3 1 3( ) ( )F C F C → R R  

✓ Es irrotacional, por lo tanto, su Matriz jacobiana es simétrica 

→ F


es un campo conservativo. 

Como F


es un campo conservativo, entonces 3: : F  → =R R

siendo   la función potencial de ( ) AB
C

ldFF  −= .


 

Busco la función potencial: 

  

 

0)(
0

;354,
9

8
,:

9

8

9

8

354543

: 









−=→









=⎯⎯→⎯=

−=→=+
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tC

x
yxy

xzxz

C t
x



6606 =→=→=−→ kkxxkxx
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


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



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






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
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++=
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



++=⎯⎯⎯ →⎯+=

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



KKxyxy
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yxxyzxy
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y
xxz

y
xxz

y
xxz

y

yxxyzxyyz
x

zzz

Zenderivo

zzyx

zzy

Yenderivo

zyzyx

mam
Xegro

;0''

3)2(

033)1(3

3.6

)()(

)2(

)(

)(

2

),,(

)(),(

2

)1(

22

),(

2

),,(

..
int













  

  

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 
 
Por lo tanto, la función potencial es: 

( )2

( , , ) 3 ;x y z xyz x y K K = + + R  

 
Como llamé B a un punto cualquiera que pertenece a la curva C, va a 

tener la forma de 
( ) 0

8
, ,54 3 ;
9

t
t t t

t
 

 
= −  
 

R  

Entonces, sea C* la curva que une a A=(-3,2,0) con cualquier punto de la 
curva C: 
 
 
 
 
 
 
 
Por lo tanto, para todas las curvas que unen a A=(-3,2,0) con C, que 
llamé C*: 
 

 

 

  

6.
*

−=C ldF


( ) ( )( )

( ) ( ) 654
3

8

3

8
4854

3

8
354.

9

8

2.3.30.2.3
9

8
..3354.

9

8
.

.

22

)0,2,3(
)354,

9

8
,(

)()(
*

−=−+−=−







+−=

=−+−−







+−=

=−=−= −
−

tttt

t
tt

t
t

ldF
t

t
t

AB
C






87. Sea ),(),( yxfyxF =


, siendo yeyxf x−=),( . Sea C = C1 U C2 siendo C1 

el segmento que une el punto (2,2) con el (3,4) y C2 el segmento que une 
el (3,4) con el (4,7). Justificar cómo se determina el valor de     . Indicar en 
un gráfico la orientación elegida para C. 

Sean A= (2,2), B= (3,4) y C= (4,7)  

 

 

 

 

 

Analizo el campo vectorial:  

✓ 
2 2:. , ( )f f C → R R R    pues  son polinomios con exponenciales, 

2 2 1 2( ) ( ) ( )f C F C F C    →  → R R R  

✓     (un conjunto abierto simplemente conexo) 

✓ como  ƒ Є C∞ ( R 2) → las derivadas segundas cruzadas son iguales, por 
lo tanto, la matriz jacobiana de              es simétrica. 

Por lo expuesto,      es un campo conservativo y ƒ(x,y) es su función 
potencial por lo que, para calcular la circulación sobre C, que va del punto A 
al punto B, se puede utilizar: 
 

( ) ( )AC
CC

ffldfldF −==  ..  

 

( ) ( )2,27,4. ffldF
C

−=  

 
  

2( )dom F = R

fF =


F


F

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88. Sea ( )0,, ),,(),,(),,( zyxzyxzyx QPF =


 un campo vectorial C3  ( R 3) con 

0= FX . Hallar la circulación de F  a lo largo de la curva parametrizada 

por ( ) ( ) ( ) ,0,)cos(.2,1,)(.2 = tttsent , indicando la orientación 

elegida. Graficar. 

Como ( )3 3 3( )F C dom F → =R R  → es un conjunto abierto 

simplemente conexo y es irrotacional (o sea, con matriz jacobiana 

siimétrica), entonces, F


 es un campo conservativo, por lo que el valor de 

la circulación que une un punto A (inicial) con uno B (final) es independiente 
del camino. Por esto es que voy a elegir una curva C “linda”… o sea, un 
segmento que va de A a B. 

 

Sea C1 la curva del enunciado. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )





−==

==
→

=

2,1,0

2,1,0

,0,)cos(.2,1,)(.2:

0

1







B

A

tttsenC t

 

 

Sea C el segmento que va desde A a B: 


 =
CC

voconservati
F

ldFldF ..
1

 

 

)4,0,0()(';
)2,1,0()1(

)2,1,0()0(

1,0;)42,1,0()(:

−=
−===

===
→

−=

t
Bfinal

Ainicio

tttC








 

 

 

 

  

( )

( ) ( ) ( ) 0..0.4,0,0.)0,,(.

)('...

1

0

1

0

)()(

)(
)(

1

==−=

===





dtdtQP

dttFldFldF

tt

t
t

CC




 

0.
1

=C ldF



89. Sea C la curva definida por la intersección de las superficies z =xz+ln(yz-1) ;  
2x +  y2 + z2 =7 
Sea r la recta tangente a C en el punto (1,1,2) y sean A , B los puntos de 
intersección de r con los planos x = 0 e y = 0 respectivamente. 

Calcular la circulación del campo ( )xyexeyezyxf zzz ,,),,( =  a lo largo 

del segmento AB  

Buscar la intersección de esas superficies parece algo horrible (y lo es). 
Entonces, hay que apelar a la imaginación y a los conocimientos globales de 
la materia: Si lo que quiero encontrar es la tangente de una intersección de 
dos superficies, puedo hallar el producto vectorial de sus Normales… y así 
hallo la dirección de esa recta. 

Un ejemplito gráfico para que se entienda el concepto: 

 

 

 

 

Para hallar esas Normales (NS y NT) voy a armar dos funciones: 

Sean: S : xz + ln(yz-1) – z = 0  ;  T : 2x + y2 + z2 – 7 = 0 
 g(x,y,z)= xz + ln(yz-1) – z  ;  h(x,y,z)= 2x + y2 + z2 – 7 

Entonces podemos decir que S es el conjunto de nivel 0 de g y T es el 
conjunto de nivel 0 de h. Como los gradientes de g y de h son 

proporcionales a NS y NT respectivamente, entonces hallo hyg   para 

obtener las direcciones de NS y NT para hacer el producto vectorial entre 
ellas, tal como lo expliqué antes. 
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Como para hacer el producto vectorial sólo necesito las direcciones de las 
normales, entonces puedo tomar (arbitrariamente) λ=β=1. 

NS x NT = (2,2,1) x (2,2,4) = (6,-6,0) → la recta tangente a C tiene dirección 
(1,-1,0) y pasa por el punto (1,1,2). Por lo tanto la recta tangente es: 

r : (x,y,z) = δ (1,-1,0) + (1,1,2) 

El punto A pertenece al plano x = 0 → δ = -1  →  A = (0,2,2) 

El punto B pertenece al plano y = 0 → δ = 1  →  B = (2,0,2) 
 

Parametrizo el segmento:  

β(t) = (t+1,-t+1,2)   ;   t Є [-1,1] 

β ‘ (t) = (1,-1,0) 
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yxz 22 +=

90. a) Hallar la ecuación del plano tangente a la gráfica de  z = ln(2x+2y+1) en 
el punto (0,0,z(0,0)) 

Sea 3 1: / ( , ) ; ( )f D f x y z f C D → = R R , (función logarítmica), 

por lo tanto posee plano tangente. 

Sea P0 = (0,0,z(0,0)) = (0,0, ƒ (0,0)) = (0,0,0) = P0 
La ecuación del plano tangente es: 
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Por lo tanto, la ecuación del plano tangente en el punto P0 es: 

 

 

b) Sea C la curva intersección entre el plano hallado en a)  y la 
superficie z = x2+y2 

 Calcular la circulación del campo ( )zyzyzy xeexezyxf 222 2,.,),,( +++=  a lo 

largo de la curva C 

Analizo la forma de C: 

➔ paraboloide centrado en el eje Z 

➔ Plano con Normal = (2,2,-1) 
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 =
C

ldf 0.

( ) ( ) 211
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Por lo tanto: 

( ) ( )




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zyx
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C

22

211
:

22

   

C es una curva cerrada. Ahora analizo ƒ, pues si es un campo conservativo, 
la circulación sobre C vale cero. 

( )zyzyzy xeexezyxf 222 2,.,),,( +++=  → como las componentes de f  son 

polinomios y exponenciales entonces ( )3 3, ( )f C dom f =R R , está 

definido en un abierto simplemente conexo. Ahora falta analizar si la 
matriz jacobiana es simétrica (o sea, si es irrotacional) 
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Por lo demostrado se puede afirmar que f  es un campo conservativo 

Entonces: 
 
 

  



91. Sean F


 un campo vectorial C2( R 3) con matriz jacobiana simétrica 

siendo g(x,y,z) = ax2 + y + 5z +3 la circulación de F


 sobre el segmento 

que va desde los puntos (0,0,0) y (x,y,z). Determinar el valor de a Є R  

sabiendo que la circulación de F


 sobre el segmento que va desde los 
puntos (1,1,1) al (2,-2,2) es - 4. 

Como ( )2 3F C R ,el dominio es R3, que es un espacio abierto 

simplemente conexo y la matriz jacobiana es simétrica entonces F


 es un 
campo conservativo. Por lo tanto la circulación de cualquier curva cerrada 
es 0. 

Sean: A=(0,0,0), B=(1,1,1) y C=(2,-2,2) 

y CABCABC =  

 ++=

−

+ BCBCABC
ldFldFldFldF ....

40 

 

 

Hallo los valores de las circulaciones sobre CAyAB  
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ldFaagBgldF .931.511.)1,1,1()(. 2

 

 

( )





=−−=

=++−+=−−=−=−=

CA

ACCA

ldFa

agCgldFldF

.114

32.522.)2,2,2()(.. 2

 

Por lo tanto: 

  
263114490

....

−=→−=→−−+−++=

 +

aaaa

BCBCABC
ldFldFldFldF 

 

2−=a  
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92. Sea ϕ Є C2 ( R 3) demostrar que =F  es un campo de gradientes y 

calcular  AB
ldF


.  sabiendo que ϕ(B) = 6 y 2. = AB

ld


  

(A y B son los puntos inicial y final del arco de curva suave λAB) 

Sea 





 =→=


=→=
2

2

2

2

  

✓ Entonces, encontré una función potencial de F tal que =F  

✓ ( ) ( ) ( )2 3 1 3 1 3C C F C  →   → R R R  

✓ 3( )dom F = R → conjunto abierto simplemente conexo 

Por lo tanto, F  es un campo conservativo → F  es campo de gradientes 

 

Ahora calculo la circulación que pide el enunciado: 

Tengo el dato que 2. = AB
ld


 : 

( ) ( ) ( ) ( ) 426. =→=−=−= AAAB
AB

ld 


 

 
10

2

1636

2

4

2

6

22
.

22
6)(

)(
2

)(
2

)()(

.

=
−

=−=−=−=

=



B

AB

AB

conserv
esF

AB
ldF








 

 

 
  

10. = AB
ldF





93. Dado ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,
, , 3

x y z xy xy xy
f y h x h z h= + + + con :h →R R  y f

continuo en 3R , calcule la circulación de f  a lo largo del segmento AB

desde ( )0,0,6A =  hasta ( )0 0 0, ,B x y z= con 0 0x  , sabiendo que el 

segmento tiene longitud igual a 24  y está incluido en la recta de 

ecuación ( ), 2 ,6X t t t= − con tR. 

Sea ( ) ( ) ( ) ( ), 2 ,6 ' 1,2, 1
t t

t t t = − → = −   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

0 0 0 0

0 0 0 1 1 1

0,0,6 ,2 ,6

, , , 2 ,6

t

t

A t t t A

B x y z t t t

 



= = = − → =

= = = −
 

Voy a utilizar el dato de la longitud del segmento: 

( ) ( ) ( ) ( )

1

2 22

1 1 1 1 1 1

02 2

1 1 1

, 2 ,6 0,0,6 2 6 6

6 24 4 2 0 2
t

x enunciado

B A t t t t t t

t t t t


− = − − = + + − − =

= = → = ⎯⎯⎯→ = →  
 

Calculo el valor de la circulación pedida: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

2

2 2 20

2

2 2 20

2

2 2 20

2
2

0

. ' 2 , , 6 3 1,2, 1

2 2 6 3

2 2 2 6 3

25
5 6 6 2 .

02

t t t t t t ttAB

t t t t t t

t t t t t t

AB

f dl f dt t h t h t h dt

t h t h t h dt

t h t h t h dt

t
t dt t f dl


= = + + − + − =

 = + + + − − + =
 

= + + + − + − =

= − = − = − =

  





 

 

. 2
AB

f dl = −  
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Teorema de GREEN (curvas en R 2) 

En esta sección encontrarán ejercicios donde piden calcular la 

circulación en curvas en R 2, pero también pueden pedir calcular 

volúmenes o áreas, donde la proyección es una superficie cerrada por una 

curva. 

Para todos los casos, se necesita verificar que se cumplen las 

hipótesis del teorema: 

 

✓ D es una región de R 2  compacta (o sea, no tiene “agujeros”) 

✓ ( )1 2
( , ) ,x yF C D D  R  siendo ( )

),(),(),( , yxyxyx QPF =  

✓ C es una curva, frontera de D, por lo que es cerrada, regular y suave 
(puede ser suave a trozos) 

 
 

Una vez verificado que se cumplen las hipótesis, se puede decir que: 
 

 











−




=

+ DC
dydx

y

P

x

Q
ldF.  

 

Cuando el enunciado pide calcular el volumen de un sólido cuya 

proyección es D, lo que tenemos que hacer es utilizar este teorema, y 

buscar una F  tal que 











−





y

P

x

Q
 sea la superficie “techo” del sólido 

dado. 
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EJERCICIOS 
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94. Sea el campo ( )),(,),( 2 yxQxyyxF =  de clase C1 en el conjunto 
2D  R simplemente conexo cuya frontera es la curva C. 

Hallar Q(x,y), con la condición Q(0,y) = y4, de modo que la integral de línea 

de F  sobre C, recorrida en sentido positivo, permita medir el volumen 

del sólido en R 3 limitado inferiormente por D y superiormente por 
z=x2+y2.  

Como D es una región de R 2, se la puede considerar como la proyección de 
z=x2+y2 en el plano xy. Entonces el volumen lo puedo calcular integrando la 
función “techo”: 

( ) +=
D

dydxyxVol .22  

Como se cumplen las hipótesis del teorema de Green, pues por enunciado 

( )1 2F C D  R , D es un dominio simplemente conexo y C es la curva 

frontera de D (la supongo regular y suave por trozos), entonces: 

 











−




=

+ DC
dydx

y

P

x

Q
ldF. , donde ( )

),(),(),( , yxyxyx QPF =  

Para calcular el volumen, tengo que hallar una Q(x,y) tal que Q’x-P’y sea 
x2+y2. 

( ) ( ) 2

),(),(),(),(

2
),( ,, xyPQPQxyF yxyxyxyxyx =→==

 
222

),( 22' yxxy
x

Q

y

P

x

Q
xyyPxyP yx +=−




=




−




→=→=  

( )

( ) ( ) ( )

3
integro en x m.a.m.2 2 2 2

3
4 2 2 4

2 ( , )
3

0
(0, ) 0 0

3

Q x
xy x y Q x y x y xy y

x

Q y y y y y y y y



  


= + + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + + +



= = + + + = → =  

42
3

2

3
),( yxy

x
yxyxQ +++=
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95. Sea C  la curva cerrada formada por la recta 0=y  con 91
2

x  ; la 

recta 1=x con 20  y ; la gráfica de 41
2

= xcon
x

y ; la gráfica de 

( )
2
92

44
4

1
−−= xconxy .  

¿Es correcto usar dyxy
x

dx
y

yx
y

C 







++








++−

3
54

4
2

542
  , para calcular el 

momento estático respecto del eje x de una placa plana con densidad en 
cada punto (x,y) constante e igual a 1, cuya frontera es la curva C ? 
Justificar. 

Analizo la forma de C: 
➔ segmento (a) 

➔ segmento (b) 

➔ curva (c)  

➔ curva (d) 

 
Calculo el momento estático de la zona gris (la llamo D y es la superficie 
delimitada por la curva C) 

 
 
 
Ahora analizo la integral del enunciado: 
 

dyxy
x

dx
y

yx
y

I
C 








++








++−= 

3
54

4
2

542
 

 

Sean   
42

4
4

2

),(

y
yx

y
P yx ++−=  , xy

x
Q yx

3
5

),(
5
+=  y  ( )QPF ,=  

 
Veo si se cumplen las hipótesis del Teorema de Green: 

( )











−−=

=

=

=

2
92

4
1

2

2
9

44

41

20;1

1;0

xconxy

xcony

yconx

xcony

x




=

==
DD

yxX dxdyydxdyyS

yx

.....

1

),(

),(

















+=



→+=

++−=



→++−=

343
5

),(

34
4

4
2

),(

),(
5

),(
42

yxyx
x

Q
xy

x
Q

yxyyx
y

Py
yx

y
P

yx

yx

✓ D es una región compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave 
por trozos 

✓  ( )2 2

( , ) ( , ) ( , ): , ,x y x y x yF con F P Q→ =R R  donde P y Q son funciones 

polinómicas →  2 1 2 1 2( ) ( ) ( )P yQ C C F C → → R R R  

 

Como se cumplen las hipótesis del T. Green puedo decir que: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) yyxyyx
y

P

x

Q
=++−−+=




−




→ 3434  

 
Por lo tanto: 
 

X

D
X

DC
SI

dxdyyS

Idxdyydyxy
x

dx
y

yx
y

I
=→

=

==







++








++−=





..

..
542

3
54

4
2

 

 
Entonces: 
 

Es correcto usar la integral del enunciado para calcular el momento 
estático respecto del eje x 

  

( ) dydxPQdyQdxP
D

YX
C

yxyx .''),(),(  −=+
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96. Sea el campo F


(x,y)= ( 3x2 – ln(x2 + y2) , y3 + ln(x2 + y2) ).  

Hallar la circulación de F


a lo largo de la frontera de la región  

D={(x,y) ε R 2 : x + y ≤ 10 ; x2+ y2 ≥ 4 ; x ≥ 0 ; y ≥ 0} indicando en un gráfico 
el sentido de orientación utilizado. 

Analizo la forma de D (a través de sus bordes): 

{
 
 

 
 
𝑥 + 𝑦 = 10 → 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎  𝑦 = 10 − 𝑥              

  x2 + 𝑦2 = 4 →  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 2
 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑛

𝑥 ≥ 0  ;   𝑦 ≥ 0 → 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒       

  

 
Como piden calcular la circulación de un campo R2 → R2 , analizo si se 
cumplen las hipótesis necesarias para utilizar el Teorema de Green. 

✓ D es una región compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave (a 

trozos), orientada positivamente 

✓ ( )2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ): , , ( )x y x y x y x y x yF con F P Q donde P y Q C → = R R R

pues son sumas algebraicas de funciones elementales 

2 1 2( ) ( )F C F C→   →  R  

 

Como se cumplen las hipótesis del T. Green puedo decir que: 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

( ) dydxPQldF
D

YX
c

.''.  −=
+



dydx
yx

yx
ldF

Dc
.2.

22 +

+
=

+



( )
( )

( )
( )

( )22

22

223

),(

22

222

),(
)(2

''
2

'ln

2
'ln3

yx

yx
PQ

yx

x
QyxyQ

yx

y
PyxxP

YX

Xyx

Yyx

+

+
=−

+
=→++=

+
−=→+−=



Por la forma que tiene D conviene trabajar la integral con coordenadas 

polares: 

    x = r.cos(t)   con  0 ≤ t ≤ π/2  Jacobiano= r  

    y = r.sen(t)      

 

Para ver cómo varía r analizo la forma de D y observo que va desde la 

circunferencia de radio 2 (o sea, desde r=2) hasta la recta y=10-x.  

 

Y esa recta, en coordenadas polares es : r.sen(t)=10-r.cos(t)  →  

r.sen(t)+r.cos(t)=10 → r(cos(t)+sen(t))=10 ;  

 

➔  como cos(t)+sen(t)=0 ocurre en t = - π/4 o en t = 3 π /4… y como esos 

valores de t NO pertenecen al intervalo a integrar entonces puedo 

afirmar que cos(t)+sen(t) ≠ 0,  

por lo tanto : r(cos(t)+sen(t))=10 → r = 10 / (cos(t)+sen(t)) 

 

límites de r :  

 

 

Entonces:  

 



( )
( )

( )( )

( )( ) 8108
2

.20
.)()cos(54

)()cos(2102

2
)()cos(

10
)()cos(2

.))()(cos(2

.
))()(cos(

2.
.

2.

2

0

2

0

2

0

2

0

)()cos(

10

2

2

0

)()cos(

10

2 2

.var

22

22

−=−=+−=

=+−=

=







−

+
+=

=+=

=
+

=
+

+
=







 

 

+

+

+

+

+














dttsent

dttsent

dt
tsent

tsent

dtdrtsent

dtdr
r

tsentr
rdydx

yx

yx
ldF

tsent

tsent

yx

yx

Jaciable
cambio

Dc

  


 

 

 

 

810. −= +


c
ldF



))()(cos(

10
2

tsent
r

+

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97. Sean F


(x,y)= ( 6xy2 – b2 y + 7by , 6x2y +2 abx + 2a2x ) y 2C  R  la 

circunferencia de radio 4 centrada en el origen. Hallar ,a b R R  de 

manera que el valor de la circulación del campo F


 a lo largo de C 
recorrida en sentido antihorario, alcance un mínimo local 

 

Analizo, dibujo y paramerizo a C: 

Circ. radio 4 en el origen  → x2+y2=4 

( )   2,0;)(.4),cos(.4)( = ttsentt  

Sea D la superficie encerrada por C. 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave (a 
trozos), orientada positivamente 

✓ ( )2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ): , , ( )x y x y x y x y x yF con F P Q donde P y Q C → = R R R

pues son sumas algebraicas de funciones elementales 
2 1 2( ) ( )F C F C→  → R R  

Como se cumplen las hipótesis puedo decir que: 

 

 







+++=→++=

+−=→+−=

222

),(

222

),(

2212'226

712'76

aabxyQxaabxyxQ

bbxyPbyybxyP

Xyx

Yyx

 

Por lo tanto:  bbaabPQ YX 722'' 22 −++=−  

Entonces: 

( ) ( )


DdeÁREA

DDc
dydxbbaabdydxbbaabldF .722.722. 2222

 −++=−++=
+

 

Resulta ser que la circulación es proporcional al área de D, siendo el área un 

valor que no varía… entonces, con hallar los valores de a y b que minimicen 

( )bbaab 722 22 −++  se tendrá el valor mínimo local de la circulación, que 

es lo que pide el enunciado. 

( ) dydxPQldF
D

YX
c

.''.  −=
+





Sea h: R  2 
→ R  tal que h(a,b) = 2a2 + b2 +2ab – 7b 

Busco los puntos (a,b) tal que h(a,b) tenga un mínimo local entonces hallo 

los puntos en que se anula el gradiente de h: 

( ) ( )0,0722,24),( =−++= abbabah  

( )







−=→=+−⎯⎯ →⎯=+

=⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯−=
→





=−+

=+

−=

−=

2

7
7222722

72

0722

024

2

2

7

aaaab

bab

ab

ba

ab

a

 

➔ ( ) 







−== 7,

2

7
,baPC  

Analizo, mediante el hessiano, si es mínimo local: 

4
22

24

''

''
),( =








=








=

bbhbah

abhaah
baH  

 

( ) 







−=− 7,

2

7
0'047,

2

7 enaahH alcanza mínimo local 

Por lo tanto: 

7
2

7
=−= bya  
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98. Sea C una curva suave del semiplano superior, que une el punto (-4,0) con 
el punto (4,0). Se sabe que el área de la región comprendida entre C y el 
eje x vale 5. Hallar la circulación del campo 

( )xyxxyyxF 23,12),( 223 ++=


 a lo largo de C. Indicar en un 

gráfico la orientación elegida para C. 

Analizo la forma de D: 

Sean Cx el segmento que va del punto (-4,0) al (4,0), 

CT la curva unión entre C y Cx → CT = C U CX  

D es la región del enunciado: DCT =  

Dibujo un esquema: 

 

 

 

. . . . . .
T X T XC C C C C C

F dl F dl F dl F dl F dl F dl= + → = −       

Para calcular la circulación sobre C analizo si se cumplen las hipótesis del 
teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es CT , una curva cerrada y suave 
a trozos y orientada positivamente 

✓ ( )2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ): , , ( )x y x y x y x y x yF con F P Q donde P y Q C → = R R R

pues son polinomios 2 1 2( ) ( )F C F C→  → R R  

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto: 

 

2''
26'23

6'12

222

),(

23

),(
=−→







+=→+=

=→+=
YX

Xyx

Yyx
PQ

xyQxyxQ

xyPxyP
 

 

( ) dydxPQldF
D

YX
c

.''.  −=
+





Entonces: 

 ++
=====

c

DdeÁREA

DDc
ldFdydxdydxldF

T

.105*2.2..2.


 

 

Ahora calculo la circulación sobre el segmento CX: 

Para eso, parametrizo CX:  

 

)0,4()('

)0,4()1(:

)0,4()1(:
1,1;)0,4()(

=

=

−=−
→−=

t

final

inicio
ttt








 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )  

 

==−−==

=++==

−

−

X

X

C

t
t

C

ldFdt

dttttdttFldF

.811.4.4
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1
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Ahora puedo calcular la circulación sobre C: 

 

 =−=−=
XT CCC

ldFldFldF 2810...  

 

2. =
C

ldF  
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99. Sea ( ) ( ) 2 2 1

( , ) ( , ) ( , ), , : 0,0x y x y x yF P Q F con F C= − → R R   en su 

dominio. Si ( ) 4),( =−





 yx
y
P

x

Q  para todo (x,y) en su dominio, calcular 

 +C
ldF. , siendo C una circunferencia con centro en el origen y radio R>1, 

sabiendo además que para R=1 el valor de dicha circulación es 2π.  

Sean C1 la circunferencia de radio 1 centrada en el origen → 2.
1

= +
C

ldF   

y D la región encerrada por C  y C1 

 

 

 

 

 

Si “corto” la superficie D con dos curvas L1 y L2 igual dirección pero sentido 
contrario, infinitamente próximas, sin alterar la superficie de D, me queda: 

 

 

 

 

 

 

 −=
21

..
LL

ldFldF  

Sea CT = C U C*1 U L1 U L2 →

 −−=−

  +++=

1

21

1

1

.2.

*
.....

LC

T

ldF

LL

ldF

CC C
ldFldFldFldFldF



 



 

 2..2..   +=→−=
TT CCC C

ldFldFldFldF  

Verifico si se cumplen las hipótesis del teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es CT, una curva cerrada y suave 
a trozos, orientada positivamente 

✓       por enunciado 

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto: 

 

 

 

( )  ++
=−===

TT C

DdeÁrea

DDC
ldFRdydxdydxldF ...4.4.4. 2


   

 24.4. 2 +−= RldF
C

 

 

  

( ) dydxPQldF
D

YX
CT

.''.  −=
+



( ) 1 2( 0,0 )F C −R

 +
−=

C
RldF  2.4. 2
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100. Hallar la circulación de 

( )2 2f C R  a lo largo de la frontera de la región 

( ) 2 2 2 2 2, : 2 0 ; 4 0; 0D x y x y x x y x y x=  + −  + −   R  

Indicar en un gráfico el sentido de la circulación utilizada. 

Analizo la forma de D: 

( ) 1102 2222 =+−→−+ yxxyx  

→ los puntos afuera de la circ. radio 1 
centrada en (1,0) 

( ) 4204 2222 =+−→−+ yxxyx  

→ los puntos adentro de la circ. radio 
2 centrada en (2,0) 

xy 0   →  los puntos entre el eje x  

 recta y=x 
 
Sea C la curva frontera de D  
 
Verifico si se cumplen las hipótesis del teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave a 
trozos, orientada positivamente 

✓ 
( ) ( ) ( )2 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

1 2

, , ( ) , , ( )

( )

x y x y x y

f f
F P Q f C x y y x y C

x y

F C

 
=  → 

 

→ 

R R

R

    

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto: 
 

( ) ( )

( ) ( )















+−=→




+−=

+



=→+




+=

yx
yx

f
Qyx

y

f
xyQ

yx
xy

f
Pyyx

x

f
xP

Xyx

Yyx

,1',4

2,'2,3

2
2

),(

2

),(

 

 

( ) dydxPQldF
D

YX
c

.''.  −=
+



( ) ( ) 











+−+




+= yx

y

f
xyyyx

x

f
xyxF ,4,2,3),( 2





Como ( )2 2f C R  entonces ( )yx
xy

f
,

2




= ( )yx

yx

f
,

2




 

( ) ( ) 3,2,1''
22

−=



−−




+−=− yx

xy

f
yx

yx

f
PQ YX

 

Por la forma que tiene D, conviene trabajar con coordenadas polares. 





=

=

)(.

)cos(.

tsenry

trx
→ jacobiano = r 

Analizo los extremos de las variables r y t 

)cos(.4)cos(..44

)cos(.2)cos(..22

0222

0222

trtrrxyx

trtrrxyx

r

r

=⎯⎯→⎯=→=+

=⎯⎯→⎯=→=+





 

Por lo tanto:  

)cos(.4)cos(.2 trt   

 
Para saber cómo varía t tengo: 

4
0

4

00

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t
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 
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
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c

t

t

D
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D
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Dc
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t
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101. Sea ƒ un campo escalar C2( R 2) y sea 

( ) ( ) 







+








= xyx

y

f
yx

x

f
yxF ,,,),(


. Sabiendo que ƒ (1,0) = 4 y 

ƒ (-1,0) = 3, calcular la circulación de F


 a lo largo de la porción de curva 

0;122 =+ yyx . Indicar en un gráfico el sentido de circulación elegido 

Sean L el segmento que une los puntos (-1,0) con el (1,0), C la curva del 

enunciado y D la región que encierra la curva C y el segmento L. 

Analizo las formas de C, L y D :  

  → circ. radio 1 centro (0,0)  

  → los puntos arriba del eje x 

Sea C* = C U L  

 −=→+=
LCCLCC

ldFldFldFldFldFldF ......
**

 

Para calcular la circulación sobre C* analizo si se cumplen las hipótesis del 
teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es C* , una curva cerrada, suave 
a trozos y orientada positivamente 

✓ 
( ) ( ) ( )2 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

1 2

, , ( ) , , ( )

( )

x y x y x y

f f
F P Q f C x y y x y C

x y

F C

 
=  → 

 

→ 

R R

R

 

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto:  

( ) ( )

( ) ( )












+



=→+




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


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


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2

),(

2

),(
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f
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y

f
Q
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f
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x

f
P

Xyx
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Como ( )2 2f C R  entonces ( )yx
xy

f
,

2




= ( )yx

yx

f
,

2




 






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0
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y
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D
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c
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



( ) ( ) 1,1,''
22

=



−+




=− yx

xy

f
yx

yx

f
PQ YX  

 

 ++
==








===

*

2

*
.

22

1.
...1.

C

Ddeárea

DDC
ldFdydxdydxldF

 
 

 
Hallo la circulación sobre L: 

Parametrizo L: 

 
 
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Entonces: 

 −=−=
LCC

ldFldFldF 1
2
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*
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102. Sea ƒ el campo  ( ))(2,),(
2

2

ygxyyxf
y

+= con g ( )1C R . 

Calcular la circulación de  f   a lo largo de la curva frontera de la región 

 2 2 2( , ) : 9; ;D x y x y y x y x=  +    −R  

Indicar en un gráfico el sentido de circulación utilizado. 

Analizo la forma de D: 

x2+y2 ≤ 9 →  disco centrado de radio  
  máximo 3, centrado en el origen 

y ≥ x →  los puntos que están por encima 
  de la recta y=x 

y ≥ - x →  los puntos que están por encima 
  de la recta y=-x 

Por la forma de D puede ser que utilice el Teorema de Green para calcular 
la circulación. Por lo tanto voy a verificar si se cumplen sus hipótesis: 

I) Sea ( ) ( )2 2 1 2( , ) ( , ) , ( , ) ; :f x y P x y Q x y f C= → R R R , 

pues P(x,y) es un polinomio → P(x,y) ε C∞ ( R 2) y Q(x,y) es suma 

algebraica de un polinomio con una función g ε C1( R ) → Q(x,y) ε C1 
( R 2)  √ 

II)  Sea C la curva frontera de D: D es una región compacta cuyo 
borde C es cerrada y suave por trozos.  √ 

Se verificaron las hipótesis, por lo tanto:  











−




=

+ DC
dydx

y

P

x

Q
ldf  

 

 

Para calcular la integral conviene pasar a coordenadas polares: 
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103. Sea 2C  R  una curva cerrada, regular y simple. Si 

( ) 4.4,37 −=−− +C
sdyxxy , calcular el área de la región encerrada por C. 

Sean  2 2:F →R R , tal que ( ) ( ) ( )( ) ( )yxxyQPF yxyxyx −−== 4,37, ,,, y 

 D la superficie encerrada por C. 

 

✓ 2( )F C  R pues sus componentes son polinomios → 1 2( )F C R  

✓ D es una región compacta cuyo borde es C. 

✓ C  es una curva cerrada, suave y orientada positivamente.  

Se cumplen las hipótesis del Teorema de Green, por lo tanto: 

 

 

 

 



( ) 






3

4

3

4
43

43.3

=→
−

−
=→−=−

−=−=−=











−




=   +

DdeáreaDdeáreaDdeárea

dxdydxdydydx
y

P

x

Q
ldf

enunciadox
Ddeárea

DD DC



  

 











−




=

+ DC
dydx

y

P

x

Q
ldf


3

4
=Ddeárea



 
305 

yxyyx
y

P

x

Q

yxyx
x

Q
xyxyxQ

xyx
y

P
exyyxP x

=−+=



−




→












+=



→+=

=



→+=

22

2),(),(

2),(2),(

2

2

104. Sea C la curva descripta en coordenadas polares por ( )senr .2= , 

con  0 , calcular C ldF.


 donde ( )xyxexyF x

yx ++= 2

),( ,2
2

. Graficar C 

e indicar la orientación elegida. 

Analizo la forma de C: 

( ) ( ) senrrsenr ..2.2 2 =→=  

( ) senrr

yyx

.

22 .2

2

=+


→ 0222 =−+ yyx    

Completando cuadrados queda: 

( ) 112 =−+ yx → circunferencia radio 1, centro (0,1) 

 
Sea D la superficie que encierra C  
 

✓ 
pues son suma algebraica de funciones elementales (polinomios y 
exponenciales)  

✓ D es una región compacta cuyo borde es C. 

✓ C  es una curva cerrada, suave y orientada positivamente.  

Se cumplen las hipótesis del Teorema de Green, por lo tanto: 
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105. Hallar 0 < a < 1 de manera que la circulación del campo F


(x,y)= 

(3y , 7x) a lo largo de la curva de ecuación 
( )

1
1

2

2

2

2

=
−

+
a

y

a

x  recorrida en 

sentido antihorario sea  π. 

Sea C la curva del enunciado. 

    → elipse centrada en el origen 
 con semiejes a y (1-a) 

Sea D la superficie que encierra C 
 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Green: 

✓ D es una región compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave 
orientada positivamente 

✓ ( )2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ):.. , , ( )x y x y x y x y x yF con F P Q donde P y Q C → = R R R

pues son polinomios 2 1 2( ) ( )F C F C→  → R R  

Como se cumplen las hipótesis puedo decir que: 
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Entonces: 
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Por lo tanto: 
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1
=a  

106. Sea D la región del plano xy que se representa en el gráfico, 
calcule el área de D sabiendo que su curva frontera C admite la ecuación 

vectorial ( ) ( )( )1 2 ,X sen sen = + −  con  0 . 

 

 

 

 

 

El teorema de Green relaciona una integral curvilínea con una doble. En 

este caso es útil pues tenemos el dato de la integral simple y necesitamos 

hallar un área, para la que necesitaríamos una doble. 

C es una curva cerrada, suave y regular y D es un conjunto compacto, cuya 

frontera es C. Por los valores de la ecuación vectorial, la curva está 

orientada en forma contraria a la que se necesita para cumplir las hipótesis 

del teorema. Para ello, tengo en cuenta que: 

. .
B A

A B
F dl F dl= −   

Solo queda definir qué pasa con el campo vectorial 

( ) ( ) ( )
,

, , ,
F P Q

x y x y x y
 

= 
 

 que voy a utilizar. 

Además, 1D
D

A dx dy=  , entonces, creo una función vectorial tal que 

' ' 1Q x P y− = → 
( )

( )0,
,

F x
x y

=  → F C pues sus componentes son 

polinomios → 1F C  

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto:  ( )' '
C D

F dl Q x P y dx dy
+

= −   



Sea 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ): 1 2 , , 0 ' 2cos 2 , cos
t t

C sen t sen t t t t  = + −   → = −  

Entonces: 

( )1 ' 'D
D D C C

A dx dy Q x P y dx dy F dl F dl
+ −

= = − = = − =     

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2cos

0

0

3

0 0

0 0

2 2

0 0

0,1 (2 ) 2cos 2 , cos

1 (2 ) 1 2cos

cos

2 4
cos

03 3

. ' .

cos cos

cos 2cos 2cos

t

t sen t

D

t
sen t t t

sen t t sen t dt

dt t dt dt

t A

F dt dt

t dt t

t t sen t t sen t


 



 

 



 + −

 
 + + =   
 

+ = + =

= − = =

= − = − =

= − − =

= 

 

 

 

 

4

3
DA =  
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107. Dado ( ) ( )( )2 2 2: / , ,f f x y x yx→ =R R con ( )1 2f C R , 

calcule la circulación de f a lo largo de la parábola de ecuación 2y x=

desde A=(0,0) hasta B=(2,4), sabiendo que dicha circulación a lo largo del 

segmento AB resulta igual a 2. 

Sean: C el trozo de parábola y=x2 que va de (0,0) a (2,4) 

 T el segmento que va del punto B al A 

 C T = C U T 

 D la región contenida por la curva CT 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

✓ 
1 2( )f C R pues sus componentes son C1 y C∞, respectivamente  

✓ D es una región compacta cuyo borde es CT . 

✓ CT  es una curva cerrada, suave y orientada positivamente.  

Se cumplen las hipótesis del Teorema de Green, por lo tanto: 

 

( ). ' ' .
T

X Y
c D

F dl Q P dx dy
+

= −   

 



( )

2

( , ) ( , ) 0

2

( , ) ( , ) 2

x

P
P x y x y

Q Py
xy

x yQ
Q x y yx x y xy

x


 

= → =    
→ − =

  = → =
 

 

 

  

 

( )

( ) ( )

2

22 2 2

20 0

2 222 2 3 5

0 0

16

3

2
' ' 2 2 2

2

2 4

T

T

x

C D D x

C

xxy
f dl Q x P y dxdy xy dxdy xy dy dx dx

x

x x x dx x x dx f dl

+

+

  = 
 

= − = = = = =

= − = − =

     

  

 

Además, como CT = C U T → . . .
TC C T

F dl F dl F dl= +    

Como dato, el enunciado dice que la circulación de A a B por el segmento 
dado es 2. En este ejercicio, necesito la circulación de B a A, por lo que uso 

la propiedad que dice que: . .
B A

A B
F dl F dl= −  .  

Por lo tanto: 

. . . 2 .

x enunciado
A B

T B A T
f dl f dl f dl f dl= =− = − =     

Entonces, reemplazando los dos valores de circulaciones halladas, queda: 

( )
16 22

. . . 2 .
3 3TC C T C

F dl F dl F dl F dl= − = − − = =     

22
.

3C
F dl =
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Teorema de STOKES (curvas en R 3) 

En esta sección encontrarán ejercicios donde piden calcular la circulación 
en curvas en R3. 

Para todos los casos, se necesita verificar que se cumplen las hipótesis del 
teorema: 

✓ S  es una superficie orientable. 
✓ C es una curva, frontera de S, por lo que es cerrada, regular y suave 

(puede ser suave a trozos), orientada positivamente 

✓ ( )1 3
( , , ) ,x y zF C S S  R  siendo ( )

),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  

 
Una vez verificadas que se cumplen las hipótesis, se puede decir que: 

 

  ===
+ DSSC

dxdynFrotdsnFrotsdFrotldF .........


 

D es la proyección de S en el plano xy (para el caso que la mejor proyección 
sea sobre xy) 

Este teorema también relaciona el flujo del rotor de F  sobre una superficie 

abierta orientable con la circulación de F  sobre la curva frontera de esa 
superficie, orientada acorde con la normal a la superficie. Entonces, si piden 
calcular el flujo del rotor, alcanza con mencionar esto y calcular la 
circulación de ese campo sobre la curva. 

Para decidir si una curva está orientada 
positivamente (esto se da en curvas 
cerradas), se utiliza la “regla de la 
mano derecha”. O sea, con el dedo 
meñique de la mano derecha 
recorremos la circulación de la curva, 
con el dedo pulgar apuntando hacia 
afuera de la mano. Hacia donde indica 
el dedo pulgar es el sentido que le 
debemos dar a la normal a la superficie 
que encierra la curva que estamos 
recorriendo. 
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Algo importante para recordar de este teorema es que si la curva sobre la 
que tenemos que calcular la circulación encierra a una superficie S, no 
importa la superficie que tomemos, hallar el rotor del flujo sobre la 
superficie que elijamos nos va a dar el mismo valor de circulación. 

Gráficamente: 

 

 ====
+ U

U
T

T
S

S
SC

dsnFrotdsnFrotdsnFrotsdFrotldF ............


 

(siempre que UTSC  === ) 

  

  



 

 

 

 

 

 
 

 

EJERCICIOS 
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108. Sea F


un campo vectorial que satisface 

( )zzyxzyxFX −−−= 1,3,2),,(


 ( )1 3F C R  y sea C la curva en R3 de 

ecuaciones x2+y2 = 1 ; z=a. 
Hallar a de manera que la circulación del campo  a lo largo de C orientada 

de manera que el vector tangente en el punto (1,0,a) tenga coordenada y 
positiva, sea –π. 

Analizo la forma de C: 

  → cilindro r = 1 eje en eje z 

  → plano que corta al cilindro 

Sea S el disco radio 1 centro (0,0,a) contenida 

en el plano z = a → C = δS 

Para calcular la circulación analizo si se cumplen las hipótesis del teorema 
de Stokes: 

✓ S  es una superficie orientable. 

✓ C es una curva, frontera de S, cerrada y regular. 

✓ ( )1 3
( , , ) ,x y zF C R  por enunciado  

Se cumplen, por lo tanto: 
  

−===  + SSC
dsnFrotsdFrotldF ......


 

Sea D la proyección de S en el plano xy: 

( )( )

( )


( ) ( ) ( )  −=−=−=−=−=

=−−−===




=

+

2

),,(

..1111

01,0.1,3,2...

radxdyadxdyadxdyz

dszzyxdsnFXldF

DdeÁREA

DD

aZ

D

SS
zyx

C





 

( ) 211..1 =→−=−→−=− aaa   

Por lo tanto: 

2=a  





=

=+

az

yx 122
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109. Hallar, mediante una integral de línea, el flujo del rotor del campo 

( )222 2,,),,( yxzzyxf −−=  a través de la porción de superficie       

con 

Indicar en un gráfico el sentido de circulación y la orientación de la 
superficie elegida. 

Analizo la forma de la superficie: 

 semicono positivo eje en el eje ‘ x ’   → 

 puntos que están afuera del cilindro 
 de radio 1, centrado en el eje ‘ x ‘ 

 puntos que están adentro del cilindro 
 de radio 2, centrado en el eje ‘ x ‘ 

 

 

 

 

 

 

 

Según el Teorema de Stokes el flujo del rotor de un campo es igual a la 
circulación a lo largo del borde de S, cuya orientación debe ser compatible 
con la orientación de S. En el gráfico se ve que C1 y C2 son los bordes del 
cono truncado, pero no forman parte de UNA curva (son DOS). Para 
“transformarlas” en UNA, creé las curvas L1 y L2, iguales pero de sentido 
contrario, así sus flujos son iguales pero de sentido contrario, y se anula 
entre sí:  

0....
2121

=+−=  LLLL
ldfldfldfldf  

Sea C = C1 U L1 U C2 U L2  

Verifico que se cumplan las hipótesis del Teorema de Stokes: 

✓ Sea S la superficie perteneciente al cono truncado encerrada por C, 
es una superficie suave y orientable. 

✓ C =δS es una curva suave a trozos y orientada positivamente. 

41 22 + yz

22 yzx +=

)(22 Syzx +=

)(1 22 Ayz +

)(422 Byz +
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3 1 3( ) ( )F C F C  → R R

✓  ( )3 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ): , , ,x y z x y z x y z x y zF con F P Q R→ =R R donde P,Q y R 

Є C∞ ( R 3) pues son polinomios 

Como se cumplen las hipótesis, puedo decir que: 

 +++==
+

2211

.......

0

CLLCcS
ldfldfldfldfldfsdfrot

  
 

Para calcular las circulaciones sobre C1 y C2 parametrizo las curvas. Para eso, 
proyecto el semicono en el plano yz (por la forma que tiene la superficie) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Me parece importante recordar que la parametrización (cos(t),sen(t)) y 
(sen(t),cos(t)), con t ε [0,2П] definen la misma circunferencia, pero en 
sentido contrario. 

( )( )

( )( )

( ) ( ) 







==+−+−=

=−−−+

+−−−=

=+=+=

S

tttt
CCS

sdfrotdttsentdtttsen

dttsenttsent

dtttsenttsen

dtfdtfldfldfsdfrot
tt

..0)(.16)cos(.8)(cos.2)(

)(.2),cos(.2,0.)(.8,4),(cos.4

)cos(),(,0.)(cos.2,1),(

).').(().').((....

2

0

3
2

0

3

2

0

22

2

0

22

)(2)(2)(1)(1
)(2)(121










 

 

( )   ( )

( )   ( ))(.2),cos(.2,0'2,0)cos(.2),(.2,2:

)cos(),(,0'2,0)(),cos(,1:

)(2)(2

)(1)(11

tsenttttsenC

ttsenttsentC

tt

tt

−=→=

−=→=





0.. =S sdfrot



110. Hallar el flujo del campo FX  a través de la superficie de 
ecuación x2+y2+z2 = 25 limitada por z ≤ 4 siendo el campo 

( )0,0,),,( 2 yxzyxF −= . Indicar la normal utilizada para el cálculo del 

flujo. 

El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial 
sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulación de ese 
campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente 
según la orientación de la Normal a S. 

Sean S la superficie del enunciado y C = δS 

Analizo las formas de C y de S: 

x2 + y2 + z2 = 25 → esfera radio 5  

centro (0,0,0) 

z ≤ 4 → los puntos de la esfera por 

 “debajo” del plano z = 4 

 

C:   x2 + y2 + z2 = 25 →  x2 + y2 + 42 = 25 

 z = 4 x2 + y2 =9 

Por lo tanto, C es una circunferencia de radio 3 
contenida en el plano z = 4, centro (0,0,4) 

Sea S1 el disco con centro (0,0,4) contenido 
en el plano z = 4. Parametrizo la sup. S1: 

( ) ( ) 30;20;4,)(.,)cos(., = rttsenrtrtr   

Para hacer este cambio de superficies (usar S1 en lugar de S) primero dibujo 
la superficie “origen” e indico la Normal a S y la orientación, acorde a esa 
normal elegida. Con eso fijo la orientación sobre la curva. Después hago el 
cambio de superficie y dibujo la normal según la orientación que ya definí 
para calcular la circulación (regla de la mano derecha) 

Y como: 

✓ S y S1  son una superficie orientable. 



 
321 

✓ C es una curva, frontera de S y de S1, por lo que es cerrada, regular 
y suave (C = δS = δS1) 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF =  donde P, Q y R Є C∞ por ser 

polinomios → ( ) ( )3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R  

 

Como se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes, puedo decir que: 

 ===
+ DS

S
S

S
C

dxdynFrotdsnFrotdsnFrotldF ..........
1

1


D es la 

proyección de S en el plano xy 

Ahora calculo la circulación de  sobre C: 

( )

( )2

2

,0,0.

(0,00,00,,.

xFXFrot

x
y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
FXFrot

==→

−−−−=











−








−








−




==

 

 

( )( )


( )



( ) 




4

81
)(cos

4

81
.)(cos.

..)(cos...

..1,0,0.,0,0......

2

0

2
2

0

3

0

23

.
2

0

3

0

22

var

22

2

1

1
1

1
1

−=−=−=

=−=−=−=

=−==

 

  



dttdtdrtr

dtdrrtrdxdyxdsx

dsnxdsnFXdsnFX

jacob

D

iable
de

Cambio

S

S
S

S
S

S
S



 

Por lo tanto: 

 

 

 
  


4

81
... −=S sdFX



111. Sea Σ la porción del cilindro de ecuación paramétrica:  

( ) ( ) uvuusenvuX vu = 0;
2

0;)(.2,,)cos(.2,


 

Siendo el campo vectorial ( )),(,2)(,),(),,( zxRxyQzxPF zyx −=


, 3( )F C R  

 

a) Graficar la superficie. 

Sea S la superficie del enunciado. Analizo la forma de S: 

( ) ( ))(.2,,)cos(.2, usenvuX vu = → Cilindro radio 2, con eje en el 

eje y 

;
2

0


 u →  Indica que nos interesan los puntos del cilindro que 

están “arriba” del plano z=0 y “adelante” del plano 
x=0 

 Lo podríamos ver como ¼ de cilindro 

uv 0  → A medida que avanza u aumenta la variación de v. 

En u=0 → v=0 y en u=π/2 v ≤ π/2 
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b) Hallar la circulación de F.  sobre la curva borde de Σ indicando en el 
gráfico la orientación elegida. 

Sea C la curva frontera de Σ 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes: 

✓ Σ  es una superficie orientable. 

✓ C es una curva, frontera de S, por lo que es cerrada, regular y suave 
a trozos 

✓ ( ) ( )3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R   

 
Se cumplen, por lo tanto: 

  ===
+ DC

dxdynFrotdsnFrotsdFrotldF .........


 









−




−




=












−








−








−




== 2,,0,,.

x

R

z

P

y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
Frot  

Hallo la normal a Σ: 

( )

( )
( ))(.2,0,)cos(.2

0,1,0'

)cos(.2,0,)(.2'
usenuN

vX

uusenuX
=→







=

−=
  

Entonces: 

( )

4)(.4.)(.4

.)(.2,0,)cos(.22,,0

......

2

0

2

0 0
−=−=−=

=







−




−




=

===

 



 +



duusenududvusen

dvduusenu
x

R

z

P

dsnFrotsdFrotldF

u

D

C



 

4. −= +
ldF

C
 



 

112. Sea ( )xyxPF zyxzyx +−+= 3,4, 2

),,(),,(


 un campo vectorial C2 

(R3). Calcular el flujo del rotor de  F  a través de la superficie descripta por  
z=x, x ≥ 0 , x2+y2 ≤ 1, orientada de manera que la normal tenga 

componente z positiva, sabiendo que la circulación de F  a lo largo de la 

curva parametrizada por ( ) ( ) 







−=

2
,

2
,)cos(,)(,)cos(


 tttsentt

es 1. 

Graficar. 

Sean S la superficie del enunciado, C1 la curva dada por , C2 el segemento 
que va del punto (0,1,0) al (0,-1,0) y C la curva frontera de S → C = C1 U C2  

Analizo al forma de S: 

z = x → plano cuya normal es (-1,0,1) que pasa por el origen 

x ≥ 0 → puntos del plano que están “adelante” del plano x = 0 

x2 + y2 ≤ 1 → los puntos adentro del cilindro radio 1 eje en eje z 

z=x   ^  x ≥ 0  → z ≥ 0   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial 

sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulación de ese 
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campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente 

según la orientación de la Normal a S. 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes: 

✓ S  es una superficie orientable. 

✓ C es una curva, frontera de S, es cerrada, regular y suave a trozos 

✓ ( ) ( )2 3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R   

 

Se cumplen, por lo tanto: 

 



 +==
+

21

.....

 C2  UC1 = C

CCC

ROTORdelFLUJO

S
ldFldFldFsdFrot



 

Por enunciado: 1.
1

=C ldF
 

Entonces calculo la circulación sobre C2. Para eso, parametrizo esa curva: 

( )  

( )0,2,0)('

)0,1,0()1(

)0,1,0()0(
1,0;0,21,0)(:2

−=

−===

===
→−=

t

Bfinal

Ainicio
tttC








 

 

 

 

 

7.....

81

21

−=+==

−

 +



CCC

ROTORdelFLUJO

S
ldFldFldFsdFrot

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 



=−=−=−−=

=−+−−+==

2

1

0

1

0

)(

1

0

2

)(
)(

)(
2

.8.8.0,2,0.)3,4,(.

.0,2,0.)03,2104,(.)('..

C
t

t
t

t
C

ldFdtdtP

dttPdttFldF






 

7.. −=S sdFrot



 

 

113. Sea ƒ : R 2 → R  una función C3 ( R 2) armónica (es decir 

0),(),(
2

2

2

2

=



+




yx

y

f
yx

x

f
) calcular el flujo del rotor del campo 









++




+




−= 2,),(,6),(),,( 2 zxyx

x

f
yyx

y

f
zyxF  a través de la superficie 

3;214 222 =++− zzyxx , orientada de manera que la normal tenga 

componente z positiva.  

Sean S la superficie del enunciado y C la curva frontera de S  

Analizo al forma de S: 

( ) 252214 222222 =++−→=++− zyxzyxx   

→ esfera de radio 5 con centro en el punto (2,0,0) 
z ≥ 3 → puntos de la esfera que están “arriba” del plano z = 3 

 

C:   (x-2)2 + y2 + z2 = 25 → (x-2)2 + y2 + 32 = 25 

 z = 3   

Reescribo C: 

C:  (x-2)2 + y2 =16 

 z = 3 

Por lo tanto, C es una circunferencia de radio 4 
contenida en el plano z = 3, centro (2,0,3) 

40;20;

3

)(.

2)cos(.










=

=

+=

rt

z

tsenry

trx

  

Sea T el disco radio 4 con centro en (2,0,3)  
contenido en el plano z = 3.  
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El teorema de Stokes establece que el flujo del rotor de un campo vectorial 
sobre una superficie S, orientable, es igual que calcular la circulación de ese 
campo sobre la curva frontera de esa superficie, orientada positivamente 
según la orientación de la Normal a S. 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes: 

✓ S  es una superficie orientable. 

✓ C es una curva, frontera de S, es cerrada, regular y suave (orientada 
positivamente) 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF = , siendo ( )3R C R pues es un 

polinomio y P y Q Є C2 ya que son suma de funciones C∞ y una de ellas 
Є C2 porque es la derivada primera de una función C3 (por enunciado), 

por lo tanto ( ) ( )2 3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R  

Se cumplen. Además, por este teorema  tenemos que: 

 ===
+ T

T
S

S
SC

dsnFrotdsnFrotsdFrotldF .........


 

siempre que TSC  ==  

( ) Frotxxyx
y

f
yx

x

f

yx
y

f
xyx

x

f
Frot

ARMÓNICA

.62,0,026),(),(,0,0

6),(2),(,00,00.

)(0

2

2

2

2

2

2

2

2

=−=



















+−



+




=

=






















+




−−+




−−=

=     

Entonces:  



( )( )


( )



( ) 


3216)cos(
3

128
.2)cos(2

...62)cos(.2..62.62

.1,0,0.62,0,0......

2

0

2

0

4

0

2

..

−=







−=−=

=













−+=−=−=

=−===

 

 

 +

dttdtdrrtr

dtdrrtrdydxxdsx

dsxldFdsnFrotsdFrot

T D

jacobianoXVC

D

TCT
T

S





 

 

114. Sea ( )

2 2
4

, ,
, ,

4 4
x y z

yx y z
F x

 
= − 
 

 y S una porción de esfera 

2 2 2 1x y z+ + =   cuyo borde es una curva regular y simple C. Mostrar que 

la circulación de F a lo largo de C es cero. Hacer un gráfico aproximado. 

Analizo si se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes: 

✓ S  es una superficie orientable. 

✓ C es una curva, frontera de S, es cerrada, regular, suave y simple 
(orientada positivamente) 

✓ ( )
),,(),,(),,(),,( ,, zyxzyxzyxzyx RQPF = : sus componentes son polinomios, por 

lo tanto ( ) ( )3 1 3
( , , ) ( , , )x y z x y zF C F C → R R  

Se cumplen. Por lo tanto:   . . .
C S

F dl rot F d s
+

=   

. , ,
R Q P R Q P

rot F
y z z x x y

      
== − − − = 

      
 

0,0 0, 0 ,0, .
2 2 2 2

yz xy yz xy
rot F

   
= − − − − = − =   
   

 

Gráfico aproximado: 

32.. −=S sdFrot
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Una normal a la superficie de una esfera centrada en el origen es N=(x,y,z) 

Entonces: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

, ,
. . . . . . ,0, . .

2 2 , ,

, , , ,
. . 0. . 0

2 2 , , , ,

C S S S

S S

x y zyz xy
F dl rot F d s rot F n ds ds

x y z

x y z x y zxyz xyz
ds ds

x y z x y z

+

 
= = = − = 

 

 
= − + = = 

 

   

 

 

. 0
C

F dl
+

=  
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3 3 2 3 1 3: ( ) ( ) ( )f con f C enunciado f C→  → R R R R









−=





yz

y

x

1

10

20

115. Sea la superficie  3( , , ) : 1 ; 0 ; 0 ; 0 2x y z y z y z x =  + =    R  y 

el campo )(;: 3233 RCRRf → .  

Sabiendo que ( )zyxzyxfrot 2,,31),,(. −= , hallar la circulación de f  a lo 

largo de la curva frontera de Σ. Indicar en un gráfico el sentido de 
circulación utilizada. 

Analizo la forma de ∑: 

y + z = 1 →  plano cuya normal es (0,1,1)  
  y pasa por (0,0,1) 

x ≥ 0 
y ≥ 0 →  Primer octante 
z ≥ 0 
x ≤ 2 →  Puntos “atrás” del plano x=2 

Proyección de ∑ sobre el plano xy:  

A la proyección la voy a llamar D 

y + z = 1  → z = 1 - y 

 

Como tengo que hallar la circulación de un campo vectorial de ℝ3
→ℝ3, 

verifico si se cumplen las hipótesis del Teorema de Stokes: 

✓ ∑ una superficie suave y orientable. 

✓ C (borde de ∑) es una curva suave a trozos y orientada 
positivamente. 

✓   

Se cumplen, por lo tanto:  
==

+
dsnfrotsdfrotldf

c
......

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2

3
2..2

..2.
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2

 
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=−=+=−=

−=


+

dxdxydxdyy

dydxyds
n

zyds
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
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ECUACIONES DIFERENCIALES 

Según Wikipedia: “Una ecuación diferencial es una ecuación matemática 
que relaciona una función con sus derivadas. En las matemáticas aplicadas, 
las funciones usualmente representan cantidades físicas, las derivadas 
representan sus razones de cambio, y la ecuación define la relación entre 
ellas”. 

En pocas palabras, son las ecuaciones que tienen funciones y sus derivadas. 

El tipo de ecuaciones diferenciales que se ven en esta materia  son las 
ordinarias. 

Este apunte está orientado hacia la parte práctica de resolución de 
ecuaciones diferenciales que suelen tomarse en los exámenes de la materia 
Análisis Matemático II, tanto en FIUBA como en UTN. Si se desea obtener 
aspectos más teóricos, se sugiere la consulta al apunte BM2AT1 de UTN. 

 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

CONCEPTOS GENERALES  

Dependen de una sola variable independiente. Así de simple: 

y' = y -3   2y + y’ - y’’ = 3x   y – y’ = 0 

En estas ecuaciones, y es una variable dependiente y x es la independiente. 
A y la consideramos como y(x). 

A este tipo de ecuaciones se las conoce o nombran más comúnmente como 
EDOs. 

Orden 

El orden de una EDO es el correspondiente a la derivada mayor que aparece 
en la ecuación. 

Por ejemplo:  

de Primer orden:    

y + y’ = 3x   2yy’ = 0   3y - 2xy’ = 3 
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de Segundo orden: 
y + y’’ = x   y - y’ +y’’ = 1  y - 2xy’’ = 1 

 
de Tercer orden: 

y + y’’ - y’’’= 3x   y - 2y’’’ = 0  2y - 2y’ + y’’’ = 3 

Grado 

Es el exponente de la derivada de mayor orden, siempre y cuando la 
ecuación se puede escribir en forma polinómica: 

an [y(k)]nk + an-1 [y(k-1)]n (k-1) + an-2 [y(k-2)]n (k-2) + . . . + a1 [y’]n1 + a0 [y]n0 =f(x)   con 
an ≠ 0 

Por ejemplo: 

y - (y’)4 + (y’’)2  = 1  →  (y’’)2 - (y’)4  + y = 1 → Grado 2 
2y’ + (y’’)5  + y6 = x  →  (y’’)5 + 2y’ + y6 = x → Grado 5 

Una ecuación de la forma, por ejemplo: y’’ -3yy’=2 no tiene grado definido, 
pues no se puede expresar en la forma polinómica escrita arriba. 

Lineal 

Una ecuación diferencial ordinaria lineal de grado 1 en la que todos los 
exponentes son iguales a 1. 

Homogénea 

Son aquellas ecuaciones diferenciales que están igualadas a cero. 

Por ejemplo:     y’ + y = 0  2y – y’ = 0 

PVI (Problemas con  alores Iniciales) 

Cuando nos encontramos con EDOs con PVI, lo que se hace es encontrar 
una solución general y, luego, una particular. 

Solución General: debe satisfacer las ecuaciones homogénea y no 
homogénea. 

Solución Particular: es la que satisface la solución general especializada en 
los valores iniciales dados. 

  



FORMAS DE RESOLUCIÓN 

▪ ECUACIÓN DIFERENCIAL DE VARIABLES SEPARABLES 

Es la más simple de resolver. Son las que se pueden escribir de la siguiente 
forma: 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = −𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

La solución se obtiene integrando miembro a miembro (m.a.m.) 

∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = −∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐺(𝑦) = −𝐹(𝑦) + 𝐶     𝐶 ∈ ℝ

 

Lo vemos con un ejemplo: 

2𝑥𝑦𝑦′ = 𝑥2       
𝑦′=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
→          2𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥2        →      2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 𝑥2𝑑𝑥        

𝑠𝑖  𝑥≠0
→      𝑦𝑑𝑦 =

𝑥

2
𝑑𝑥   

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑜 𝑚. 𝑎.𝑚.

∫𝑦𝑑𝑦 = ∫
𝑥

2
𝑑𝑥        →    

𝑦2

2
=
𝑥2

4
+ 𝐶      →    

𝑦2

2
−
𝑥2

4
= 𝐶       

𝑆. 𝐺.: 2𝑦2 − 𝑥2 = 𝑐  
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▪ ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE 1° ORDEN 

➢ HOMOGÉNEA 

Son aquellas ecuaciones que tienen la forma de: 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)         →          𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 0 

La solución es: 

𝑦 = 𝑐   𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥       con 𝑐 𝜖 ℝ 

➢ NO HOMOGÉNEA 

Son aquellas ecuaciones que tienen la forma de: 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

La solución se expresará en la siguiente forma: 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃 

Donde yH es la solución de la ecuación homogénea asociada (y se 
resuelve como se indica en el punto anterior) e yP es una solución 
particular. 

Con lo anterior, nos queda que la solución a este tipo de ecuaciones es: 

𝑦 = 𝑐   𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 +  𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥. ∫ 𝑄(𝑥) 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥       con 𝑐 𝜖 ℝ 

Parece más complicado de lo que en realidad es. 

Otra forma de resolver este tipo de ecuaciones es por el método de 
Lagrange. 

 



▪ MÉTODO DE LAGRANGE 

Para proceder con este tipo de resolución, tomamos: y = u.v 

Donde u y v son funciones de x. Entonces: y ‘ = u ‘ v + u v ’ 

Luego, se reemplaza y e y ‘ de la ecuación con lo que hallamos recién y se 

saca factor común u: 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

𝑢′. 𝑣 + 𝑢. 𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑢. 𝑣 = 𝑄(𝑥) 

𝑢′. 𝑣 + 𝑢. [𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣] = 𝑄(𝑥) 

Ahora, este método hace que impongamos que lo que se encuentra entre 

corchetes se anule y así queda un sistema a resolver, con una ecuación 

diferencial homogénea y otra no homogénea. Primero se resuelve la 

homogénea y se toma un caso particular para obtener una definición de v 

(damos un valor arbitrario conveniente para poder obtener esa solución 

particular) y luego la reemplazamos en u ‘ v  y resolvemos esa ecuación. 

Una vez obtenidos u y v obtenemos la solución general de y: 

{
𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣 = 0

𝑢′. 𝑣 = 𝑄(𝑥)
 

Lo vemos con un ejemplo: 

𝑥𝑦′ + 𝑦 = cos(𝑥)     

𝑦=𝑢.𝑣

𝑦′=𝑢′𝑣+𝑢𝑣′
→          𝑥(𝑢′. 𝑣 + 𝑢. 𝑣′) + 𝑢. 𝑣 = cos (𝑥)   

𝑥𝑢′. 𝑣 + 𝑥𝑢. 𝑣′ + 𝑢. 𝑣 = cos(𝑥)     →    𝑥𝑢′. 𝑣 + 𝑢[𝑥𝑣′ + 𝑣] = cos(𝑥) 
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{
𝑥𝑣′ + 𝑣 = 0
𝑥𝑢′. 𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

 

➢ 𝑥𝑣′ = −𝑣 →    
𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 = −𝑣 →   

𝑑𝑣

𝑣
=
𝑑𝑥

−𝑥
    

 
Integro miembro a miembro: 
 

ln(|𝑣|) = − ln(𝑥) + 𝑐 
 
ln(|𝑣|) = 𝑙 𝑛(𝑥−1) + 𝑐   

𝑒ln(|𝑣|) = 𝑒𝑙 𝑛(𝑥
−1)+𝑐 = 𝑒

𝑙 𝑛(
1
𝑥
) 
𝑒𝑐  

  →    𝑣 = 𝑘.
1

𝑥
    
𝑡𝑜𝑚𝑜 𝑘=1
→      𝑣 =

1

𝑥
 

 

➢ 𝑥𝑢′. 𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)   
𝑣=

1

𝑥
→    𝑥𝑢′.

1

𝑥
= 𝑐𝑜𝑠(𝑥)  →    𝑢′ = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)   

 
Integro m.a.m.: 

 
u = 𝑠𝑒𝑛(𝑥) + 𝑐 

 

𝑦 =
1

𝑥
. (𝑠𝑒𝑛(𝑥) + 𝑐) 

 

𝑦 =
𝑠𝑒𝑛(𝑥) + 𝑐

𝑥
 

  

  



▪ ECUACIÓN DIFERENCIAL TOTAL EXACTA 

Si tenemos una E.D.O.: 

P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 

Sea ( )),(),(),( , yxyxyx QPF =  

Verifico que F  sea un campo conservativo (dom( F )=conjunto abierto 

simplemente conexo,  y que tenga matriz jacobiana → xQyP '' = )  

Como F   es un campo conservativo, 2: →R R  tal que =F  

Si ocurre eso, entonces puedo decir que la ecuación diferencial dada es 
exacta. Entonces, para resolver el ejercicio, debe hallarse la función 
potencial. La solución general de la ecuación diferencial está dada en forma 
implícita por las curvas de nivel de la función hallada. 

Por ejemplo: si  ∅(𝑥,𝑦) = 𝑥
2𝑦 + 𝑘    →   solución general: 

2 ; ,x y c c k= R  

Factor integrante 

Cuando la ecuación diferencial NO es exacta, se puede hallar una función 
integrante que dependa de una de las variables, que permita 
“transformarla” en una total exacta.. 

Busco una h(x) tal que ℎ(𝑥)𝑃(𝑥,𝑦)𝑑𝑥⏟        
𝑃̃(𝑥,𝑦)

+ ℎ(𝑥)𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦⏟        
𝑄̃(𝑥,𝑦)

= 0        →      
𝜕𝑃̃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄̃

𝜕𝑥  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
x

Q
hQh

y

P
h

x

Q

y

P

x

Q
hQh

x

Q

y

P
h

y

P

xyxxx

xyxx

x




+=




→




=




→
















+=








=





,

,

.'.

~~

.'

~

.

~

 

De aquí se halla h(x). Como hay que integrar, queda alguna “constante” en 
la solución general. Se asigna un valor conveniente para hallar una solución 
particular. Esa solución particular es el factor integrante. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES ORDINARIAS DE ORDEN 

MAYOR A 1 

Este tipo de ecuaciones diferenciales son de la siguiente forma: 

𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎(𝑛−1)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) 

Donde f y los coeficientes ai son funciones continuas en un intervalo [a,b]. 
Si se cumplen esas hipótesis entonces admite solución única que verifican 
con las condiciones iniciales. an ≠ 0 con n condiciones iniciales. 

Las ecuaciones diferenciales de orden mayor a 1 que se suelen tomar en los 
exámenes, son las de segundo orden, por lo tanto, voy a explicar cómo se 
resuelven las de 2° orden pero el método se puede hacer extensivo a las de 
mayor orden. 

 

▪ HOMOGÉNEAS 

Son aquellas en la que f(x) es nula. 

𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0 

Se propone una solución posible (no es la única, pero es la que se usa o más 
se usa en esta materia):  

𝒚(𝒙) = 𝒆
𝒓 𝒙 

donde r es un parámetro a determinar. 

𝑦(𝑥) = 𝑒
𝑟 𝑥   →    𝑦′(𝑥) = 𝑟 𝑒

𝑟 𝑥   →    𝑦′′(𝑥) = 𝑟
2 𝑒𝑟 𝑥 

Entonces:  

𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0    

→  𝑎2𝑟
2 𝑒𝑟 𝑥 + 𝑎1 𝑟 𝑒

𝑟 𝑥 + 𝑎0𝑒
𝑟 𝑥 = 0 

(𝑎2𝑟
2  + 𝑎1 𝑟 + 𝑎0)⏟            

=0

𝑒𝑟 𝑥⏟
≠0

= 0 

𝑎2𝑟
2  + 𝑎1 𝑟 + 𝑎0 = 0⏟              

𝑃𝑂𝐿𝐼𝑁𝑂𝑀𝐼𝑂 𝐶𝐴𝑅𝐴𝐶𝑇𝐸𝑅Í𝑆𝑇𝐼𝐶𝑂

 

 



Para obtener una solución general, se hallan las raíces del polinomio 
característico. 

Se puede obtener uno de los siguientes dos casos: r1≠r2  o r1= r2 (siempre 

suponiendo que r ϵ R ) 

1° caso:  r1 ≠ r2   

En este caso, la solución es: 

𝒚𝑯 = 𝑨 𝒆
𝒓𝟏 𝒙 + 𝑩 𝒆𝒓𝟐 𝒙, con A,B ϵ R  

2° caso:  r1 = r2   

En este caso, la solución es: 

𝒚𝑯 = 𝑨 𝒆
𝒓𝟏 𝒙 + 𝑩𝒙 𝒆𝒓𝟐 𝒙, con A,B ϵ R  

 

Así se halla la solución general. Para hallar la solución única 
correspondiente, se deben utilizar los valores iniciales, con lo que quedaría 
un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas a resolver. 

 
Ejemplo: 

2𝑦′′ + 4𝑦′ = 0 , con 𝑦(0) = 3  ,   𝑦′(0) = 1  

 → polinomio característico: 2𝑟2 + 4𝑟 = 0    →   𝑟1 = 0   , 𝑟2 = −2 

Se da el 1° caso (raíces distintas), entonces la solución general es: 

𝑦𝐻 = 𝐴 + 𝐵 𝑒
−2 𝑥, con A,B ϵ R → 𝑦′𝐻 = 𝐵 𝑒

−2 𝑥, 

𝑦(0) = 𝐴 + 𝐵 = 3 

𝑦′(0) = 𝐵 = 1     →   𝐴 = 2     →     𝒚(𝒙) = 𝟐 +  𝒆
−𝟐 𝒙 

 

▪ NO HOMOGÉNEAS 

Son aquellas en la que f(x) NO es nula. 

𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) 
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Para resolverla, primero se halla la solución a la ecuación diferencial 
HOMOGÉNEA ASOCIADA. Esto significa que, primero, consideramos a f(x) 
como si fuese nula. Se procede igual que como está explicado arriba pero 
sin utilizar los valores iniciales. Se deja planteada la YH con los valores de A y 
B en forma genérica.  

Después se propone una solución particular. Para esto, observamos cómo 
es f(x). La solución propuesta debe ser linealmente independiente con la 
Homogénea asociada. 

Si  𝑓(𝑥) La solución que se 
propone es 

𝑒𝑎 𝑥 𝐶 𝑥𝑛𝑒𝑎 𝑥 

𝑥𝑛 𝐶𝑥𝑛 + 𝐷𝑥𝑛−1 

𝑠𝑒𝑛(𝑥)  

𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

 

Una vez hallada la solución particular, se halla la general, que es la suma de 
la de la homogénea asociada y la particular: 

𝒚𝑮 = 𝒚𝑯 + 𝒚𝑷 

 

Si  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎 𝑥: 

Si alguna de las raíces del polinomio característico de la ecuación diferencial 
es a, entonces, la solución particular que se propone es con n=1, si no, n=0 

Por ejemplo:  

2𝑦′′ + 4𝑦′ = 𝑒5𝑥 , con 𝑦(0) = 3  ,   𝑦′(0) = 1  

Entonces:       𝒚
𝑯
= 𝑨+𝑩 𝒆−𝟐 𝒙 

Solución particular:      𝑦
𝑃
= 𝐶 𝑒5 𝑥   

𝐶 𝑠𝑒𝑛(𝑥) + 𝐷 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 



 →   𝑦′
𝑃
= 5𝐶 𝑒5 𝑥    →   𝑦′′

𝑃
= 25𝐶 𝑒5 𝑥 

2𝑦′′ + 4𝑦′ = 𝑒5𝑥 

2(25𝐶 𝑒5 𝑥) + 4(5𝐶 𝑒5 𝑥) = 𝑒5𝑥 

70𝐶 𝑒5 𝑥 = 𝑒5𝑥    →   𝐶 = 1 70⁄    → 𝒚𝑷 =
𝒆𝟓 𝒙

𝟕𝟎
    

Entonces, la solución general es: 

𝒚𝑮 = 𝒚𝑯 + 𝒚𝑷   →  𝒚𝑮 = 𝑨 + 𝑩 𝒆
−𝟐 𝒙 +

𝒆𝟓 𝒙

𝟕𝟎
 

En cambio, si: 

2𝑦′′ + 4𝑦′ = 𝑒−2𝑥 , con 𝑦(0) = 3  ,   𝑦′(0) = 1  

Entonces:       𝒚
𝑯
= 𝑨+𝑩 𝒆−𝟐 𝒙 

Solución particular:      𝑦
𝑃
= 𝐶 𝑥 𝑒−2 𝑥   →   𝑦′

𝑃
= 𝐶 𝑒−2 𝑥(1− 2𝑥)     

→  𝑦′′
𝑃
= −2𝐶 𝑒−2 𝑥(1 − 2𝑥)− 2𝐶 𝑒−2 𝑥 = −2𝐶 𝑒−2 𝑥(1 − 2𝑥 − 1) =

4𝑥𝐶 𝑒−2 𝑥 = 𝑦′′
𝑃

   

2[4𝑥𝐶 𝑒−2 𝑥  ]⏞        
2𝑦′′

+ 4[𝐶 𝑒−2 𝑥(1 − 2𝑥)]⏞            
4𝑦′

= 𝑒−2𝑥 

 𝑒−2 𝑥[8𝑥𝐶 + 4𝐶 − 8𝑥𝐶] = 𝑒−2𝑥  →  4𝐶 = 1   →  𝐶 = 1 4⁄     →   𝒚𝑷 =
 𝒙 𝒆−𝟐 𝒙

𝟒
    

Entonces, la solución general es: 

𝒚𝑮 = 𝒚𝑯 + 𝒚𝑷   →  𝒚𝑮 = 𝑨 + 𝑩 𝒆
−𝟐 𝒙 +

 𝒙 𝒆−𝟐 𝒙

𝟒
    

 

Nota: 

Otra solución que se puede proponer para la ecuación homogénea asociada 
es 𝒚(𝒙) = 𝒂

 𝒙 pero esa se utiliza si 𝑓(𝑥) = 𝑎 𝑥 , y la solución particular que 

se utiliza es:  𝐶𝑥𝑛𝑎 𝑥 

Se desarrolla en forma similar al caso en que 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎 𝑥, pero no he visto 
que lo tomen en esta materia (en otras se utiliza esta solución particular) 
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CURVAS ORTOGONALES Y EQUIPOTENCIALES 

▪ CURVAS ORTOGONALES 

Dos curvas son ortogonales si en cada punto de intersección sus rectas 
tangentes son ortogonales. 

Tenemos dos curvas dadas en ecuaciones cartesianas: 

C1: y=y1 (x)   → 𝐶1: ∝̅(𝑥)= (𝑥, 𝑦1 (𝑥)) → ∝̅ ′(𝑥) = (1, 𝑦1
  ′
(𝑥)
) 

C2: y=y2 (x)  → 𝐶2: 𝛽̅(𝑥) = (𝑥, 𝑦2 (𝑥)) →    𝛽̅′(𝑥) = (1, 𝑦2
  ′
(𝑥)
) 

Si son ortogonales, en algún x0, entonces: (1, 𝑦1
  ′
(𝑥)
) . (1, 𝑦2

  ′
(𝑥)
) = 0 = 1 +

𝑦1
  ′
(𝑥)
. 𝑦2
  ′
(𝑥)

 

➔ 1 = −𝑦1
  ′
(𝑥)
. 𝑦2
  ′
(𝑥)
    →    

1

−𝑦1
  ′
(𝑥)

= 𝑦2
  ′
(𝑥)

 

Entonces, cuando piden que hallemos la familia de curvas ortogonales, lo 
que tenemos que hacer es: 

Hallar 𝑦1
  ′
(𝑥)

, luego 𝑦2
  ′
(𝑥)

 y después integrar 𝑦2
  ′
(𝑥)
 para hallar C2 

Si al hallar 𝑦1
  ′
(𝑥)

 , aún queda una constante, despejarla de la ecuación y=y1 

y luego reemplazarla cuando se halle 𝑦2
  ′
(𝑥)

. 

Ejemplo: 
Hallar la ecuación de la curva en R2 que pase por (1,3) y sea ortogonal a 
todas las curvas de nivel del campo f(x,y)=2y+4x3. 
 

Ck={(x,y) ϵ R2 : 2y+4x3=k}   →  𝑦1 (𝑥) =
𝑘

2
− 2𝑥3     → 𝑦1

  ′

(𝑥)
= −6𝑥2    →

 𝑦2
  ′
(𝑥)
=

1

−𝑦1
  ′
(𝑥)

=
1

−(−6𝑥2)
=

1

6𝑥2
 

Integro m.a.m.   → 𝑦2
 
(𝑥)
= −

1

6𝑥
+ 𝑐   Como pasa por (1,3) entonces: 3 =

−
1

6∗1
+ 𝑐 →    𝑐 =

19

6
 

Entonces, la curva ortogonal pedida es: 𝑦(𝑥) = −
1

6𝑥
+
19

6
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▪ CURVAS EQUIPOTENCIALES 

Una curva equipotencial es aquella en la que el potencial permanece 

constante. Así es como la diferencia de potencial entre dos puntos 

cualesquiera es cero.  

Este tipo de curvas es ortogonal a las líneas de campo. 

Para hallar la familia de curvas equipotenciales de un campo, lo que se hace 

es hallar la función potencial del campo. Luego, analizar las curvas de nivel 

de esa función potencial. La familia de curvas equipotenciales son las curvas 

de nivel de esa función potencial.  

Por ejemplo:  

si  ∅(𝑥,𝑦) = 𝑥
2𝑦 + 𝑘    →   familia de curvas equipotenciales es: 

= kccyx ,;2  

  



LÍNEAS DE CAMPO 

Estas líneas forman un mapa del campo vectorial. 

Puntualmente, las líneas de campo son aquellas curvas en las que en cada 
punto, el campo es tangente a la misma. 

𝐹̅
(𝛽̅(𝑡))

= 𝛽̅ ′(𝑡)   con    𝛽̅ (𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

 

 

 

 

 

 

Forma de resolución: 

 
Para R2: 

𝐹̅
(𝛽̅(𝑡))

= 𝛽̅′(𝑡) = 𝐹̅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑥
′
(𝑡), 𝑦

′
(𝑡)) = (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

𝐹̅(𝑥,𝑦) = (𝑃(𝑥,𝑦), 𝑄(𝑥,𝑦)) 

 Entonces:  

{
 
 

 
 𝑃(𝑥,𝑦) =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
  →    𝑑𝑡 =

𝑑𝑥

𝑃(𝑥,𝑦)

𝑄(𝑥,𝑦) =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 →  𝑑𝑡 =

𝑑𝑦

𝑄(𝑥,𝑦)

⟩  →   
𝑑𝑥

𝑃(𝑥,𝑦)
= 

𝑑𝑦

𝑄(𝑥,𝑦)
 

A partir de esa ecuación, se resuelve la ecuación diferencial según 
los métodos explicados anteriormente. 
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Para R3:  

Para resolver este tipo de ejercicios no se muestra un método como 

se hace en R 2 sino que es algo mucho más teórico. Hay que tener 

en claro que la recta tangente de la curva en cada uno de sus 

puntos es igual al campo evaluado en ese punto.  

Quizás con un ejemplo se vea con más claridad: 

Sabiendo que la curva C es una línea de campo del campo vectorial 

( ) ( )zxyxzF zyx += ,,,,  y que pasa por el punto ( )2,2,1=P , hallar 

una ecuación para el plano normal a C en P. 

Sea S el plano normal a C en P. 

La línea de campo es una línea tal que en cada punto el campo es 

tangente. Entonces evalúo el campo en el punto dado y obtengo la 

dirección de la recta tangente, que resulta ser el vector normal al 

plano normal a C en P. 

Gráficamente es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )3,2,221,2,2.12,2,1 =+== FF P → NS = (2,2,3) 

S: 2x + 2y + 3z = d 

donde d= NS.P = (2,2,3). (1,2,2) = 12 

Por lo tanto, una ecuación para el plano normal a C en P es: 

12322: =++ zyxS  

  



 

 

 

 

 

 

 

EJERCICIOS 
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116. Hallar la curva que satisface que pasa por (1,2) y en todo punto 
P=(x,y) la pendiente de su recta tangente es 3 veces la pendiente de la 
recta que une P con el origen. 

Pendiente = m = 
01

01'
xx

yy
y

−

−
= , donde 

( ) ( )

( ) ( )





==

==

Oyx

Pyxyx

0,0,

,,

00

11
 

Entonces: 

x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

dx

dy
y

x

y
y

33'

3'

=→=→=

=

 

Integro m.a.m.  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
k

cxy

cxy

eee

ee

cxy

cxy

.

lnln

ln3ln

3

3

lnln

lnln

3

=

=

+=

+=

+
 

Solución general: 
3.xky =  

La curva que pasa por (1,2) 21.2
2

1
=→=→





=

=
→ kk

y

x
 

 

 

  

cR

kR

3.2 xy =  
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117. a) Sea la familia de curvas de ecuaciones (x+3)2 + 2(y-1)2 = k. Hallar 

la curva C perteneciente a la familia ortogonal a la familia dada, que 

pasa por (-2,0) 

 

Para hallar la familia ortogonal primero derivo la ecuación dada, obtengo y 

despejo y1 ‘ y después busco la familia ortogonal con 
'

1
'

2

1
y

y
−

=  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0'.1432123 1

...22
=−++⎯⎯⎯⎯ →⎯=−++ yyxkyx mamderivo  

 

( ) ( ) ( ) ( )



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

k
cxcxy

mamegro

dy
dx

eeee

cxy

cxy
x

dx

y

dy

dxydyx
dy

dx
yx

y
yx

y
yx

.

3ln1ln

3ln21ln
3

2
1

.14.32.1432

0
'

1
.14320

'

1
.1432

22
3ln3ln1ln

2

...int

22

+++−
==→

++=−→

++=−⎯⎯⎯⎯ →⎯
+

=
−

→

→−=+→−=+

=−−+→=






 −
−++

 

( ) ( )
2 2

1 3 . 3 . 1 ( , )y x k y x k c k→ − = + → = + + R  

Como la curva pasa por (-2,0) → x = -2 , y = 0 

( ) 1101.320
2

−=→+=→++−= kkk  

 

La curva es  

 

  

( )231 +−= xy



b)  Calcular la circulación de ( )44 22,2),( yxyxyxF ++−+=  a lo 

largo del perímetro de la región plana delimitada por C del ítem a) y el eje 

de las abscisas. 

Indicar en un gráfico el sentido elegido para calcular la circulación.  

Sea D la región descripta en el enunciado y C* su borde. 

Analizo la forma de D y C*: 

Busco las intersecciones de C con el eje de las abscisas (eje x, o sea, y=0) 

( ) ( ) ( ) 4;23131031: 21

222
−=−=→+=→+−=→+−= xxxxxyC

Sea C1 el segmento que une el punto (-4,0) con el (-2,0). C* = C U C1  

 
✓ D es una región de R2  compacta cuyo borde C*  es cerrada, regular 

y suave a trozos. 

✓ ( )
),(),(),( , yxyxyx QPF = ( )1 2

( , )x yF C→  R  pues P y Q son funciones 

cuyas primeras derivadas son continuas en R 2 

Se cumplen las hipótesis, por lo tanto:

 
 












−




=

+ DC
dydx

y

P

x

Q
ldF

*
.  

3

2),(22

1),(2

4

),(

4

),(

=



−




→












=



→++=

−=



→−+=

y

P

x

Q

yx
x

Q
yxQ

yx
y

P
yxP

yx

yx

 

( )
( )  

−

−

−

−

+−

=+−===
+ D

x

C
dxxdxdydydxldF

2

4

22

4

31

0*
4313.3.3.

2

 

  

4.
* +

=
C

ldF
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118. Sea C la curva de solución del problema de valores iniciales 

1;
2

' )1( =
−

= y
x

yx
y  

a) Hallar la curva C  

Analizo la forma de D (a través de sus bordes): 

dxyxdyx
x

yx

dx

dy
y ).2(.

2
' −=→

−
==  

Si la trabajo como la ecuación (2x-y) dx + (-x).dy = 0 y la considero como 
P(x,y) + Q(x.y) = 0, se puede resolver como una ECUACIÓN DIFERENCIAL 
EXACTA, pues P ’y = Q ‘ x = -1   
 

Busco su función potencial (que define a y implícitamente): 

)(

2

),(

...int

),( 2 yyx

mamegro

yx xyxyx
x

P 


+−=⎯⎯⎯⎯ →⎯−=



=


( )=→=→−=+−=




−=




= KKxx

y
x

y
Q yyyyx ;0'' )()(

)1(

)(

)1(

),( 


 
Por lo tanto, la función potencial es:  

Kxyxyx +−= 2

),(  

Entonces:  

x

Kx
ysoluciónesKxyx

+
=→−=−

2
2

 

Evalúo en las condiciones iniciales: y(1) = 1   ➔  x = y = 1 
 



xyx
x

x
yK

K

K

=→=
+

==→
+

=
0

0
1

1
1

22

 

 

Por lo tanto:  

 

C: y = x 

 

  



(1,1,f(1,1)) 

b) Encontrar el mínimo absoluto de f(x,y) = (x-2)2 + y2 restringido a C. 

C: y = x 

Parametrizo la restricción: ( )( ) , ;t t t t = R  

Busco los puntos críticos de la función evaluada en la restricción: 

Sea h: R → R; h(t) = f(α(t))  

➔ h(t) = f(t,t) = (t-2)2 + t2 = t2 -4t + 4 + t2 = 2t2- 4t + 4 = h(t) 

Busco los puntos críticos, derivando la función e igualándola a 

0. 

h ‘(t) = 4t – 4 = 0  →  4t = 4  →  t = 1  → α(1) = PC1 = (1,1) 

El único P.C. hallado es el (1,1). 

Analizo la segunda derivada y evalúo si es máximo o mínimo: 

h ‘‘(t) = 4 > 0  →  Mínimo relativo y absoluto. 
   

Gráficamente, se puede observar que f(x,y) = z =(x-2)2 + y2  

es un paraboloide con vértice en (2,0,0) y la restricción es una 

recta. O sea que la h(t) es una parábola 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➔    f restringida a C encuentra su mínimo absoluto en el punto (1,1) y      

toma valor de 2. 
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119. Dado el campo conservativo 2 2: ; ( , ) ( , )F F x y y x→ =R R  y P=(4,5) 

se pide  

a) Hallar la curva equipotencial y la línea de campo de F   que pasa por P 

Como F  es un campo conservativo → 2: →R R  (función potencial) tal 

que ),(),( xyyxF = . 

Hallo la función potencial: 

( ) 















=== ),(),,(),(,),( yx

y
yx

x
xyxyyxF


  
















=→=→=+=



=





+=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=








kyyxyx
y

xyx
y

yxyxyyyx
x

yderespectoderivo

mamxegro

)(0)(')('),(

)(),(),( ...int







  
  

Por lo tanto, queda:  

( , ) ;y x xy k k = + R  

y = y(t) está dada en forma implícita por x.y = c, c Є R 

( ) ( ) ( ) ( ) 205
45

4
5,4;. 4 =→==→





=

=
→==→= c

c
y

y

x
Pen

x

c
ycyx xx  

La curva equipotencial que pasa por P es: 

 

 

Línea de campo es una línea para la que, en cada punto, el campo es 
tangente a esa línea. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )


...int

)(

..
'

'

'

'

',',)('

mamegrodt

dy

dt
dx

tt

tt

ttttt

dyydxx
x

y

dy

dx

x

y

y

x

xy

yx

yxxytF

=→==→=→






=

=

=→= 

 

( )
x

y x

20
=
 



2 2
integro m.a.m. 2 2. . ; ,

2 2

x y
x dx y dy c x y k c k= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = + → − = R  

Evalúo en P: 

( ) 954
5

4
5,4 22 −==−→





=

=
→= k

y

x
P  

Por lo tanto, la línea de campo que pasa por P es: 

 

 

 

b) Comprobar que las curvas halladas en el ítem anterior se cortan 
ortogonalmente en P 

Sean 9),(20),( 22 +−=−= yxxygyxyxyP  

La curva equipotencial y la línea de campo son los conjuntos de nivel cero 
de ϕP y g , respectivamente. Entonces, si los gradientes de estas funciones 
son ortogonales resulta que sus conjuntos de nivel también lo son, que son, 
justamente, las curvas halladas en el ítem anterior. 

( )

( )
( )( ) 0222,2.,

2,2),(

,),(
=−=−→





−=

=
xyxyyxxy

yxxyg

xyxyP
 

Como el producto interno entre los dos vectores es cero, entonces resultan 

ser ortogonales.   

922 −=− yx  
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120. Hallar a y b de manera que (2xy+by)dx + (ax2-3+bx)dy=0 sea una 
ecuación diferencial exacta y que la solución que pasa por (1,1) resulte 
paralela a la recta 2x + 3y = 5 en ese punto. 
 
Sean P(x,y) =2xy+by   y  Q(x,y)= ax2-3+bx 

P y Q Є C∞ pues son polinomios → P y Q Є C1 por lo que la ecuación 

diferencial es total y exacta sí y solo sí P ‘ y = Q ‘ x 












+=




+=




bxyx
y

P

baxyx
x

Q

2),(

2),(

→ para que sea exacta: 2ax+b=2x+b →  a=1 

Sea           es conservativo 

Por lo tanto → 2:  (función potencial) tal que ),(),( xyyxF =

Busco la función potencial: 













+−=




++=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯+=






bxxyx
y

ybxyyxxybyxyyx
x

yderespectoderivo

mamxegro

3),(

)(),(2),(

2

2...int






  
  

 

 

Por lo tanto:  2

1 1( , ) 3 ;y x x y bxy y k k = + − + R  

por lo que la solución general a la ecuación diferencial es  

 

La solución que pasa por (1,1) es: 

 

( ) ( )1 2
( , ) ( , ) ( , ), , ,x y x y x yF P Q F C dom F F=  = →R



+−=→−=→

+−=++=




kyyy

bxxybxx
y

3)(3)('

3)(' 22






2

2 23 ;x y bxy y k k+ − = R

23

21.31.1.11

2

2

2

−=−+

=−=−+

bybxyyx

kbb



 

Sean g(x,y)=2x+3y-5, L la recta del enunciado → L es la curva de nivel 0 de g 

Para que la solución que pasa por (1,1) sea paralela a la recta L alcanza con 

que )1,1(//)1,1( g  

( )
( )

( )

( ) ( )3,2.2,2

)3,2()1,1(

2,23,2)1,1(

)1,1(.)1,1(

1,1

2

kbb

g

bbbxxbyxy

gk

=+−+

=

+−+=+−+=

=

















=−→+−=+→+−=






 +
→+−=

+
=→+=



bbbb
b

bk

b
kbk

1024362
2

2
323

2

2
22


 

  

a = 1    ;   b = -10 
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121. Sea el campo vectorial ,
3

1
, 2

),( 







−= yxxF yx  

a) Hallar la línea de campo que pasa por (x0,y0)=(3,1) 

( ),, 21),( ffF yx = para hallar las líneas de campo hallo: 

( ) 0
3

.
3

3
2

2

2

21

=−+







−→

→=







−→

−

=→=

dyxdxy
x

dyxdxy
x

y
x

dy

x

dx

f

dy

f

dx

 

Analizo si es una ecuación diferencial total exacta: 

Sean ( ) ( )),(),,(),(;),(;
3

),(
2

yxQyxPyxGxyxQy
x

yxP =−=







−=  

→=→
−=

−=
xQyP

xQ

yP
''

1'

1'
matriz jacobiana simétrica 

,1CGCG →  , pues sus componentes son polinomios y 

( ) 2dom G = R , abierto simplemente conexo.  

Por lo tanto, G es un campo conservativo → 2: →R R  tal que 

),(),( xyyxG = . Entonces, busco la función potencial: 

















=→=→−=+−=



−=





+−=⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯−=



=





kyyxyx
y

xyx
y

yxy
x

xyy
x

yx
x

P

yderespectoderivo

mamxegro

)(0)(')('),(

)(
9

),(
3

),(
3

...int
2







  
  

Por lo tanto, queda:  



3

( , ) ;
9

x
y x xy k k = − + R  

La solución de la ecuación diferencial exacta es: 

3

;
9

x
xy c c− = R  

La línea de campo que pasa por (x0,y0)=(3,1)  → x=3, y=1, es 

c==− 01.3
9

33

→ xy
x

xy
x

=→=−
9

0
9

33

 

En un entorno del punto (3,1), x ≠ 0 → y
x

=
9

2

 

 

 

 
 

b) Graficar en un mismo gráfico la curva obtenida en el ítem anterior y 

( )00 , xxF   

Línea de campo: 
9

2x
y =  

( )00 , xxF = ( ) ( )2,31,3 =F  

  

 

9

2x
y =
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122. Dado el campo vectorial 
( ) ( ),

, 2
x y

f x y=  definido en 2R halle una 

ecuación para la línea de campo que pasa por el punto (1,2), dibújela e 
indique gráficamente su orientación en dicho punto. 

Línea de campo es aquella en la que el campo es tangente a la curva dada. 

Hallo la curva: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ,2 ' , 'f x y x yt t tt
 = → =  

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

integro m.a.m.

2

2

'

2
' 2

2

2 2

, ,

ln x ln yC

dx dx
x x dt

t dt x dx dy

dy dy x y
y y dt

t dt y

dx dy
ln x C ln y

x y

ln x C ln y

e e e

x k y C k


= = → =


→ =

 = = → =


= ⎯⎯⎯⎯⎯→ + =

+ =

=

= R

 

Pasa por el punto (1,2) → x=1, y=2   → 12 k =2   →  k=2 

22y x=  

 

Especializo la función en el  

punto (1,2) para conocer la 

orientación en el mismo: 

        
( )

( )1,4
1,2

f =  

 

 



123. Dada la familia de curvas planas de ecuación 2 0y Cx+ = , halle una 

ecuación para la curva de la familia ortogonal que pasa por el punto 

(2,2). 

 
Para hallar la familia ortogonal primero derivo la ecuación dada, obtengo y 

despejo y ‘ y después busco la familia ortogonal con 
1

'
'

y
y

⊥

−
=  

2

2

2

2

0

derivo m.a.m.

2 2
' 2 0 ' 0 '

despejo C

y
c

x

y
y cx c

x

y y
y cx y x y

x x





=−

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = −

+ = ⎯⎯⎯→ − = → =

1
'

'2
' '

2

' 2
2

y
yy x

y y
x y

dy x
y y dy x dx

dx y

⊥

−
=

⊥

⊥

−
= ⎯⎯⎯→ =

−
= = → = −

 

Integro m.a.m.: 

2 2
2 2 ,

2 2

x x
y c y c c= − + → + = R  

Pasa por el punto (2,2) → x=2, y=2: 
2

22
2 6

2
c c+ = → =  

Entonces, la curva ortogonal a la curva del enunciado, que pasa por (2,2) es: 

2
2 6

2

x
y+ =  
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124. Dada la ecuación 
3 2

'
y x

y
x

−
=  , hallar una solución cuya recta 

tangente en el punto 
( )( )1

1, y  sea horizontal. 

Como el enunciado dice que la recta tangente es horizontal en 
( )( )1

1, y , 

quiere decir que 
( ) ( )

( )

( )

1

1 1 1

3 2x1 2
' 0 ' 0

1 3

y
y y y

−
= → = = → =  

Reescribo la ecuación diferencial dada, para utilizar el método de Lagrange: 

3 2
' ' 3 2 3 ' 2

y x
y xy y x y xy x

x

−
= → = − → − =  

   3 ' 2y xy x− =

𝑦=𝑢.𝑣

𝑦′=𝑢′𝑣+𝑢𝑣′
→          3. 𝑢. 𝑣 − 𝑥(𝑢′. 𝑣 + 𝑢. 𝑣′) = 2𝑥   

3. 𝑢. 𝑣 − 𝑥𝑢′. 𝑣 − 𝑥𝑢. 𝑣′ = 2𝑥    →    𝑣[3𝑢 − 𝑥𝑢′] − 𝑥𝑣′. 𝑢 = 2𝑥 

{
3𝑢 − 𝑢′𝑥 = 0                               
𝑥𝑣′. 𝑢 = 2𝑥  →−𝑢. 𝑣′ = 2  

 

➢ 3𝑢 = 𝑢′𝑥 →    
3

𝑥
=  

𝑢′

𝑢
    

 
Integro miembro a miembro: 
 

𝑙𝑛(|𝑢|) = 3 𝑙𝑛(𝑥) + 𝑐 
 
𝑙𝑛(|𝑢|) = 𝑙 𝑛(𝑥3) + 𝑐   

 

𝑒ln(|𝑢|) = 𝑒𝑙 𝑛(𝑥
3)+𝑐 = 𝑒𝑙 𝑛(𝑥

3) 𝑒𝑐  
 

  →    𝑢 = 𝑘. 𝑥3     
𝑡𝑜𝑚𝑜 𝑘=1
→        𝑢 = 𝑥3 

 

➢ −𝑢. 𝑣′ = 2  
𝑢=𝑥3

→   −𝑥3𝑣′ = 2 →    𝑣′ =
2

−𝑥3
   

 



Integro m.a.m.: 

 

𝑣 = 𝑥−2 + 𝑐1 =
1

𝑥2
+ 𝑐1             𝑐1𝜖ℝ 

 

𝑦 = 𝑢. 𝑣 = 𝑥3. (
1

𝑥2
+ 𝑐1) = 𝑥+ 𝑐1. 𝑥3 

 
Entonces, la solución general es:  
 

𝑦 = 𝑥+ 𝑐1. 𝑥3 
 
Pasa por el punto (1 , 2/3): 
 

2

3
= 1+ 𝑐1. 1

3 → 𝑐1 = −
1

3
 

 
Por lo tanto, la solución de la ecuación diferencial pedida es: 
 

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

3
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125. La velocidad de desintegración de una sustancia radioactiva es 

proporcional a la cantidad de sustancia presente. Si inicialmente hay 80 

gramos de sustancia y al cabo de 3 días quedan solamente 10 gramos, 

calcular la cantidad de sustancia que habrá al cabo de 5 días. 

 

Datos del enunciado: 

Velocidad de desintegración = y ’ 

 

( )

( )

0

0

3

'

80

10

y ky k

y

y

= 

=

=

R

 

( )

( )

integro m.a.m.'

, , ,

ln y xk C xk C xk

xk

y
k ln y xk C

y

e e e e e c

y e c C c k

+

= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = +

= = =

= R

 

 

( )

( )

0

0

80

3 3

3

80 80

1 1
10 80

8 2

k

c

k k k

y e c c

y e e e

=

= = → =

= = → = → =

 

Entonces, tenemos que: 
45 x 21 4

2
1 5 x 2

80 80
2 2

k
x

e
xk

x
y e y

=  
= ⎯⎯⎯→ = = 

 
 

( )4

5

2
x

y
−

=  

Por lo tanto: 

( ) ( )5 5 4

5 5
2,5

22
y

−
= = =  

 
En el quinto día habrá 2,5gr  de sustancia 

  

 



126. Sea 
( ) ( ), ,

, ,
x y z

F xz y x z= −  y sea S la línea de campo de F  que 

pasa por P=(1,1,2) . Hallar una ecuación para el plano normal a C en P 

 
Sea S el plano normal a C en P. 

La Línea de campo es aquella que en cada punto el campo es tangente. 

Entonces evalúo el campo en el punto dado y obtengo la dirección de la 

recta tangente. Ese vector es normal al plano normal a C en P. 

Gráficamente es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )1,1,2 1.2,1,1 2 2,1, 1P SF F N= = − = − =  

S: 2x + y - z = d 

donde d= NS.P = (2,1,-1). (1,1,2) = 1 

Por lo tanto, una ecuación para el plano normal a C en P es: 

: 2 1S x y z+ − =  
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127. Siendo ( )( , )
2 , 1

x y
f y=  calcule el área de la región D del plano 

xy limitada por x=0 y las líneas de campo L1 y L2  de f   que pasan por los 

puntos (-4,0) y (-1,0) respectivamente. 
 

 ( ),, 21),( ffF yx = para hallar las líneas de campo hallo: 

1 2

2
2 1

dx dy dx dy
y dy dx

f f y
= → = → =  

Integro m.a.m.: 

22 ,y dy dx y x c c= → = + R  

Esa es la solución general. Busco las particulares según los datos del 

enunciado: 

▪ L1 pasa por (-4,0): 2 2

10 4 4 : 4c c L y x= − + → = → = +  

▪ L2 pasa por (-1,0): 2 2

20 1 1 : 1c c L y x= − + → = → = +  

 

Grafico D: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hallo el área de D: 

Para integrar el área, tengo en cuenta que la forma de D tiene simetría 

refleja con respecto al eje x y considero solamente la parte con valores de 

y>0 y luego duplico ese valor para conocer cuánto vale AD. 



Si la integral se hace cambiando el orden (o sea primero integrar x luego 

y) hay que tener en cuenta que los valores de y son siempre negativos por 

lo que ese eje debería apuntar hacia abajo y resulta, así, que L1 queda por 

debajo de L2. 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

por simetría refleja
con respecto al eje x

1 4 0 4

4 0 1 1

1 0

4 1

3 3 3

2 2

2 4 4 4 1

1 02 2 2
2 4 4 1

4 13 3 3

16 6 3 2 1
2 2 3 2

3 3

x x

D
D D x

A dx dy dx dy dy dx dy dx

x dx x dx

x x x

− + +

− − +

−

− −

 
= = = + =

  

 = + + + − + =
  

−  
= + + + − + =  

− −  

 −
= + − =  

 

     

 

4 28

3 3
DA

 
= = 

 

 

 

 
 

Cambiando el orden de integración, se debe considerar esta forma: 

 

 

 

 

 

 

 

 28

3
DA =

( ) ( ) ( )

( )

1

2

2 2

por simetría refleja
con respecto al eje x

1 1 2 0

0 4 1 4

1 2
2 2 2

0 1

1 2
2

0 1

2

2

2 1 4 0 4

5 28
2 3 4 2 3

3 3

D
D D

y

y y

D

A dx dy dx dy

dx dy dx dy

y y dy y dy

dy y dy A

−

− −

= = =

 
= + =

  

 = − − − + − − =
  

  = + − + = + = =     

 

   

 

 

28

3
DA = 
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Capítulo X:  

 

VOLÚMEN -  

 

MASA – 

 

INERCIA - 

 

MOMENTO ESTÁTICO 
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ALGUNAS “FORMULITAS” 

 

A continuación voy a dejar algunas “formulitas” para recordar. Se 
utilizan para calcular la masa (de un volumen, superficie o placa), el 
momento de Inercia, Estático y Centro de Masa, tanto en ℝ2 como en ℝ 3. 

Sean W un volumen, S una superficie en R3, ( )tr,  una 

parametrización de S, D una placa en ℝ 2 (o la proyección), δ la densidad. 

 

1) Masa de un volumen = ( )dVol
W

zyx ,,  

2) Masa de una superficie = ( )( )D dtdrtxrtr .''.,   

3) Masa de una placa = ( )D yx dydx.,  

4) Momento Estático xy = Sxy = ( )W zyx dzdydxz ... ,,  

5) Momento Estático yz = Syz = ( )W zyx dzdydxx ... ,,  

6) Momento Estático xz = Sxz = ( )W zyx dzdydxy ... ,,  

7) Momento de Inercia  xy = Ixy = ( )dVolz
W

zyx ,,

2 .  

8) Momento de Inercia  yz = Iyz = ( )dVolx
W

zyx ,,

2 .  

9) Momento de Inercia  xz = Ixz = ( )dVoly
W

zyx ,,

2 .  

  



 

10) Momento de Inercia  eje x = Ixx = ( ) ( )dVolzy
W

zyx + ,,

22 .  

11) Momento de Inercia  eje y = Iyy = ( ) ( )dVolzx
W

zyx + ,,

22 .   

12) Momento de Inercia  eje z = Izz = ( ) ( )dVolyx
W

zyx + ,,

22 .  

13) Centro de Masa = (XG , YG , ZG ) 

Donde:    XG =
Masa

yzS
    ,    YG = 

Masa

xzS
   ,     ZG = 

Masa

xyS

 

   
 

14) Área de una superficie =  =
DS

dtdrtxrds .''   
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22


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++
 dS

yx

128. Calcular  ∬
𝟐

√𝟏+𝟒𝒙𝟐+𝟒𝒚𝟐∑
𝒅𝑺 

Siendo ∑ la porción de superficie de z = x2 + y2 , con z ≤ 2 ; y ≥ x ; x ≥ 0. 

 
Analizo la forma de ∑: 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Parametrizo la superficie de ∑: 

𝛿(̅𝑥,𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑥
2 + 𝑦2⏞    )

𝑧

 

𝛿̅′𝑥 = (1,0,2𝑥) 

𝛿̅′𝑦 = (0,1,2𝑦)   →N=(2x,2y,-1)→ ‖𝑁‖ = √4𝑥2 + 4𝑦2 + 1 

 
Entonces:

 

  
 

   
  

2 2 paraboloide vértice en (0,0,0)

2 el plano z=2 limita el crecimiento del paraboloide

0

z x y

z

x y

= + →

 →

 





242
.22

0

2

2
2..2

..2.441
441

2

2

4

2

4

2

2

4

2

0

.

..

22

22












 =







−====

==++
++

=

  



dtdt
r

dtdrr

dydxdydxyx
yx

jacob

D
VC

D

 
=

++
=

++ D

ds

dydxN
yx

ds
yx


.

441

2

441

2

2222



129. Sea la integral expresada en coordenadas esféricas: 
 
 
  

a) Describir la región de integración. 

La parametrización en coordenadas esféricas es:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )  cos.,.,cos.),,( sensensen=  

 

θ  →  ángulo de rotación sobre el plano xy 

φ   →  ángulo de rotación sobre el plano yz  

(o sea, cómo va “cayendo” el eje z) 

ρ   →  es la variación del radio 

 

Como ( )

( )
( ) 22cos..sup.lim

cos

2
0cos

2

0
=→=→→ zd

z 



  

Proyecto sobre el plano yz para ver la forma  
(después sólo queda rotarlo 2π sobre el plano xy) 
 
Al girar ese triángulo sobre el eje z, se va formando un 
semicono positivo con vértice en (0,0,0) (y su interior) 
 
Parametrización de un semicono positivo en coordenadas polares: 

ρ máximo se obtiene en 
( )

4
cos

2
.

3

3
==→=



  máx  

0,;. = rkrkz  

3

1

663

32.2.

32)cos(.4

=→=→=→

==→=→=

kkrkz

máximory  
 

La superficie del cono se da (en coordenadas cartesianas) por 

( )22

3
1 yxz +=   

Sea W la zona de integración: 

( )( )  =




 
2

0

3

0

cos

2

0

3 dddsenI
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56

3
I =

 

 

 

 

 

 
b) Resolver la integral en el sistema de coordenadas más conveniente.  

Como W queda dentro del cilindro de 32=r centrado en el eje z, 

entonces hago un cambio de coordenadas a cilíndricas: 

 

 

 

 

 

 
Me parece conveniente integrar en coordenadas esféricas: 

 

 

  

( ) ( ) 3 2 21
3

, , : 2W x y z x y z=  +  R

( )( )


( )
( )

 

  
  

  

  


INTEGRARPARAHORRIBLEQUEDATAMBIÉN

JACOBIANO

r

SCILÍNDRICAa

iables
de
cambio

INTEGRARPARAHORRIBLE

W

W

JACOBIANO
CARTESIANAa
iables

decambio

dtdrdzrzrdzdydxzyx

dzdydx
sen

sendddsenI

.....

..
1

.

2

0

32

0

2

3

22

var

222

2

3

var

2

0

3

0

cos

2

0

3

  

  

+=++=

===















( )( )
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( )
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( )

( )
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

I

ddd
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cos
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.

4

1

4

2

0

2

0

3

0 4

2

0

3

0 4
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4
2
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3
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( ) 2
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;20;320),(.),cos(.),,( = z
r

trconztsenrtrztr 



130. Sea la integral  
 

a) Describir la región de integración e interpretar su significado. 
Al resolver la integral se hallará el volumen que contenido por las 
superficies que limitan la integración. 
 

 

 

 dos semiconos con eje en el eje ‘y’ 

 cilindro sobre eje ‘ y ‘ de radio 2 

 valores mínimo y máximo de z 

 

(A) (B) 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  
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++−

−

−−−−
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22

22

2

2

2
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22
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4

4

4

4

2

2

2

2

4

4

4

4

zx

zx

z

z

z

z

zx

zx
dydxdzdydxdz

)(44 2222 Azxyzx +−++−

)(44 22 Bzxz −−−

)(22 Cz −

444 22222 =+→−=→−= zxzxzx

  −

−

−−

+−

++−

2

2

4

4

4

4

2

2

22

22

z

z

zx

zx
dydxdz
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b) Calcular la integral 

Por la forma que tiene el sólido, conviene usar coordenadas cilíndricas, 
proyectando sobre el plano xz. 
 
Parametrización de la superficie:  
 
 𝜹(r,y,t) = (r.cos (t), y , r.sen (t) ) 
 

0 ≤ r ≤ 2 

0 ≤ t ≤ 2π 

-4 + r  ≤ y ≤ 4 – r     

  

Calculo la integral: 

 






3

64

3

32

3

2
4))4(4(

.

2

0

2

0

2

0

3
2

2

0

2

0

28

2

0

2

0

4

4

..
2

2

4

4

4

4

2

2

2

22

22

==−=+−−−=

===

 

    
−

−

+−−

−

−−

+−

++−

dtdt
r
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r

r
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z

z
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  
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131. Calcular la masa de una placa plana Q definida por 

Q={(x,y)Є R 2: x2 + y2 ≥ 4 ; : x2 + (y-2)2 ≤ 4  } 

Si la densidad de la placa es 
22

1
),(

yx
yx

+
=  

Analizo la forma de S: 

 

( )





















→−+








→+

)2,0(

2
42

)0,0(2

4

22

22

centro

radioDisco
yx

centro

radionciacirucnfere

ladeafuerapuntos

yx

 

Por la forma de Q, me va a convenir trabajar con coordenadas polares. 





==+→
=

=
rjacobianoryx

tsenry

trx
;

)(.

)cos(.
222  

Variación del Radio:  

( ) 

)(.4)(..4

44442:.sup

244:.inf

02

)(.

2222

0222

2

tsenrtsenrr

yyxyxlímite

rryxlímite

r

tsenrr

r

=⎯→⎯=→

→=+−+→=−+

=⎯→⎯=→=+






 

)(.42 tsenr   

Variación de t:  

t va a variar entre los dos puntos de intersección de las circunferencias: 
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14444 22222 =→−=−→−++=−+ yyyyxxyx  

Entonces:

 

 

 

Límite inferior de t: 

 

( )
63

1
11


 =→==

adyacente

opuesto
tg  

Límite superior de t: 

 

( )
6

5

3

1
22


 =→−==

adyacente

opuesto
tg  

 

6

5

6


 t  

Calculo la masa: 

 

( )

3

4
34

66

5
2)cos(.4

2)cos(.42)(.4.

.
1

..
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132. Sea el tetraedro W = {(x,y,z) Є R3 : x + y + z ≤ b , x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 , 
b > 0 }. Hallar la coordenada ‘y’ del centro de masa sabiendo que la 
densidad volumétrica es constante y que su volumen es igual a 1/6 b3. 

Analizo la forma de W: 

x + y + z ≤ b  →  puntos por debajo 

 del plano x+y+z=b 

x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 → primer octante 

δ(x,y,z) = k , k Є R  

33

66

1
b

k
MasabVol WW =→=  

Centro de Masa = ( XG , YG , ZG ) .  

En el enunciado se pide calcular YG .

( , , ); donde . . .XZ
G XZ x y z

W

S
Y S y dvol

Masa
= = 

 

( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) XZ

b b

bb

b xb b

b xbb xb yxb

W
XZ

S
kbbk

dxxb
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dx
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dx
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xbxbxb
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dx
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kdxdyyxbyk
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.......
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0 0

3
3

0

33

0
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0 0 0

32
2

0 00 0 0

Hallo la coordenada ‘y’ del centro de masa: 

4

6
.

24

6

24
3

4

3

4

b

kb

kb

b
k

kb

Masa

S
Y XZ

G ====   
4

b
YG =








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( )

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


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=
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0

4

yxyxz

z
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133. Sea ( ) 3 2 2 2 2, , : 4 ; 0 9Q x y z x y z x y=  +    − −R . 

Calcular el momento de inercia de Q respecto del eje z si su densidad es 
2.),,( ykzyx = . 

Analizo la forma de Q (a través de la superficie frontera): 

➔ Cilindro centrado en el eje Z, radio 2 

➔ Plano xy 

➔ Paraboloide invertido, “vértice” 

(0,0,9) 

 

 

 

 

 
Planteo el cálculo de momento de inercia del eje Z: 
 
 
Por la forma de Q voy a calcular la integral con coordenadas cilíndricas. 
 
 

 

Por lo tanto:  
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134. Hallar la masa de un alambre en forma de hélice 

( )ttsentt ),(.3),cos(.3)( = , t Є [0,2π], cuya función de densidad en cada 

punto es proporcional a la distancia del punto al plano y=0 

 

Sea C la curva que representa al alambre. 

Analizo la forma de C: 

( )ttsentt ),(.3),cos(.3)( = , t Є [0,2π] 

Es una curva hélice circunscripta en un  

Cilindro de radio 3 centrado en el eje z.  

Va del punto (3,0,0) hasta el (3,0,2π) 

 

( )

( )

( , , ) ;

. 0 0
( , , )

. 0 2

x y z k y k

k y si y t
x y z

k y si y t






 

= 

 →  
→ = 

−  →  

R

 

Para calcular la masa, como es una integral de línea, necesito hallar el 

módulo de la derivada de ( )ttsentt ),(.3),cos(.3)( =  

 ( ) 10)('1),cos(.3),(.3)(' =→−= tttsent   

Calculo la masa: 
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TABLA DE INTEGRALES  

(las más utilizadas) 

(si no son integrales definidas, agregarle una constante a cada integral) 

 

1. 1

1

1 +

 +
= nn x

n
dxx  

2. ( ) = xdx
x

log
1

 

3.  = xaxa e
a

dxe
1

 

4. ( ) ( ) = xdxxsen cos  

5. ( ) ( ) −= xsendxxcos  
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.
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a

e

a
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a

ex
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a
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